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Einfihrung

Alle Wahrheiten sind einfach zu verstehen, wenn sie entdeckt sind;
der Punkt ist, sie zu entdecken.
[Galileo Galilei: 1564 - 1642]

Im Jahr 1984 veroffentlichten Labastie et.al.[1] das Energie-Spektrum des
Nay-Molekiils. Das Nay-Molekiil ist ein lineares Rydberg-Molekiil mit einem
hochangeregten Elektron, welches einer Keplerbahn folgt, und einem einfach
positiv geladenen Kern, welcher als um eine Achse senkrecht zur Symmetrieach-
se rotierenden Zylinder idealisiert werden kann. Das Spektrum diese Systems
besitzt Bereiche geringerer Liniendichte, aber grosserer Intensitdten und regel-
massigeren Abstanden zwischen den Linien. Das Auftreten dieser sogenannten
“clear zones” korrespondiert mit dem stroboskopischen Effekt, welcher durch
die Relation T, /Ty = k% mit & € N gegeben ist. Hier bedeutet 7, die Periode
des Elektrons auf seiner Keplerbahn und Ty die Periode der Kernrotation. Der
stroboskopische Effekt besagt nur wann eine “clear zone” auftritt, wihrend diese
Arbeit das “Warum” zeigt.

Das lineare Wasserstoff-Molekiil Hy besitzt die gleiche Geometrie wie das
Nag-Molekiil und wurde durch Fano [2] 1970 mittels der “Multichannel Quan-
tum Defect Theorie” (MQDT) beschrieben. Die Grundidee ist, dass das hoch-
angeregte Elektron zwei Regionen mit vollkommen verschiedener physikalischen
Situationen passiert. In der kernfernen Region dominiert ein durch ein Coulomb-
Potential approximierbares Potential, wihrend in der kernnahen Region der ani-
sotrope Potentialanteil dominiert. Lombardi verwendete Fano’s Ansatz und lei-
tete den klassische Grenzfall [3] als iterative Abbildung, als Poincaré-Abbildung
her. Die MQDT selbst kann als quantenmechanische Poincaré-Abbildung Poincaré-
Abbildung [4, 5] interpretiert werden.

Meine Dissertation basiert auf diesen Arbeiten und begann mit der Frage,
was beim Auftreten der “clear zones” in der klassischen Mechanik passiert. Eine
Vorstellung war, dass das klassische Modell Chaos aufzeigen wiirde und somit
das Eigenwertspektrum auf Hinweise diese klassischen Chaos zu untersuchen
sei. Dieser statistische Ansatz fithrte zu unbefriedigenden Ergebnissen. Es wur-
de klar, dass wesentliche Teile des Systemverhaltens unverstanden und zum Teil
falsche Annahmen vorhanden waren. Es zeigte sich, dass die “clear zones” eher
mit regulérem statt chaotischen Situationen zusammenhéngen. Dies wurde aber
erst klar, als der statistische Ansatz fallengelassen und die Eigenwertdynamik
untersucht wurde. Die Eigenwertdynamik untersucht in unserem Fall die Kopp-
lung des Rydberg-Elektrons an den anisotropen Potentialanteil des Kerns. Das
besondere ist, dass wir die Quantenzahlen v; der Elektronenergie betreffend
einem “standardisierten” Kern mit Kerndrehimpuls N = J, mit J als Gesamt-
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10 EINFUHRUNG

drehimpuls des Systems, berechnen. Dieser Wechsel vom aktuellen System in
ein “normiertes” System erlaubt uns erst die Parallelitit der Entwicklung in
der Poincaré-Abbildung und der Quantenmechanik als Funktion der Energie zu
verstehen. Die grundlegenden Eigenschaften des linearen Rydberg-Molekiil als
Funktion der Energie sind bereits im Rydberg-Atom enthalten. Wir betrach-
ten das Rydberg-Atom als ungestortes System. Das lineare Rydberg-Molekiil
entspricht dann einem durch den anisotropen Potentialanteil gestorten System.
Somit haben wir einerseits die Vernetzung Rydberg-Atom und Rydberg-Molekiil
und andererseits die Parallelitdt der Entwicklung in der klassischen Mechanik
und der Quantenmechanik. Diese starke Verwebung fiihrte zum unterschiedli-
chen Aufbau der Kapitel “Theorie der Rydberg-System” und “Ergebnisse zu den
Rydberg-Systemen”. Das “Theorie”-Kapitel versucht der Vernetzung zwischen
Rydberg-Atom und Rydberg-Molekiil gerecht zu werden und behandelt beide
Fille in den Unterkapiteln “klassische Mechanik” bzw. “Quantenmechanik” der
Rydberg-System. Das Ergebnis™Kapitel orientiert sich an der Parallelitéit der
Ergebnisse zwischen klassischer Mechanik und Qunatenmechanik, weshalb zu-
erst das Rydberg-Atom fiir beide Félle behandelt wird und anschliessend das
Rydberg-Molekiil. Doch auch in den Ergebnissen wird die Verbindung Ryd-
berg-Atom und Rydberg-Molekiil Rechnung getragen, in dem die Ergebnisse
zum klassischen Rydberg-Molekiil mit denen der Quantenmechanik des Ryd-
berg-Atoms verglichen werden.

Die Suche eines geeigneten statistischen Ansatzes war frustrierend, da sich
keine brauchbaren Resultate ergaben. Die Analyse der Eigenwertdynamik hinge-
gen fiihrte zu einer wahren Flut von Ergebnissen, welche auch klar interpretier-
bar sind. Fiir die Eigenwertdynamik berechnete ich ungefahr 100’000 Eigenwerte
pro Eigenfunktionsymmetrie (4, —) und pro Kopplungsstérke zwischen Elektron
und dem anisotropen Potentialanteil des Molekiils. Die Dynamik wurde dann
aus den Eigenwerten fiir 1000 verschiedenen Kopplungsstirken aufgebaut. Diese
Datenmenge wurde in einer MySQL Datenbank gespeichert und hauptsichlich
mit der Software R analysiert. R is eine Open Source Variante der Sprache
S von Bell Laboratories und kann als “A Programming Environment for Data
Analysis and Graphics” betrachtet werden. Die Flut von Ergebnissen hat die
Konsequenz, dass nicht alles analysiert werden konnte.

Diese Arbeit stellt einen guten Startpunkt fiir weiteren Untersuchungen dar,
da die grundlegende Systematik im Spektrum dargestellt wird.



Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt die klassische und quantenmechanische Beschreibung
des Rydberg-Atoms und des linearen Rydberg-Molekiils, mit jeweils rotieren-
dem Kern bzw. Molekiil. Es werden nur gebundene Zusténde, d.h. solche mit ei-
ner negativen Elektronenenergie, betrachtet. Ausgangspunkt ist ein empirisches
Model des Rydberg-Systems, im Gegensatz zum Ansatz mittels einer Hamilton-
funktion.

Das Rydberg-System ist charakterisiert durch die Erhaltung des Gesamt-
drehimpulses J und der Gesamtenergie F

J = N+L (1)

F = BN*- L —ppr ! (2)

27 “oa
Der Kerndrehimpuls N bestimmt mit der spektroskopischen Konstante B =
1/(2I) (I.. Kern-Trégheitsmoment) die Rotationsenergie BN? des Kerns.

Das Rydberg-Elektron besitzt den Drehimpuls L und die Energie —. Im

202
Fall des Rydberg-Atoms entspricht vy der Hauptquantenzahl n € N unstonst
gilt vy € RT. Gleichung (2) stellt die Transformation des aktuellen Systems
in ein analoges System mit “standardisiertem” Kerndrehimpuls (N = J) dar.
Dabei erhalten wir fiir die entsprechenden Elektronenenergie einen v j-Wert.

Beide Rydberg-Systeme werden in der klassischen Mechanik als Poincaré-
Abbildungen p : (o, Bn) — (ant1, Bnt1) des Drehimpulses L(«, 3) des Elek-
trons in einem kernbasierenden und somit rotierenden Koordinatensystem (N .-
Koordinatensystem) beschrieben. Dabei wird L nach jedem Umlauf abgebildet
und der « ist der Winkel zwischen L und N.

Die Eigenwerte v; der Quantenmechanik beider Systeme werden mittels
der, als quantenmechanische Poincaré-Abbildung interpretierten, “Multichannel
Quantum Defect Theory” (MQDT) ermittelt. Im Rydberg-Atom entsprechen
die v; den Werten aus Gleichung (2). Husimiplots ermdglichen die Lage der
Eigenfunktionen mit den Strukturen in der Poincaré-Abbildung zu vergleichen.

Das Rydberg-Atom Die klassische Mechanik des Rydberg-Atoms entspricht
dem Keplerproblem mit rotierendem Zentralkorper und der Projektion von L auf
N bzw. « als Konstante der Bewegung. Die Poincaré-Abbildung ist gegeben als
p: (n, Bn) — (an, B +27mw) mit der Windungszahl w = T, /T = 2BNv3; und
den Perioden des Elektrons T, und des Kern Ty . Da der Wert von N vom Winkel
a zwischen L und N abhéngt, ergibt sich eine a-abhingige Windungszahlver-
teilung. Die Form der Verteilung selbst ist abhéngig von vy bzw. der Energie.
Im einem Laborkoordinatensystem beschreibt das Elektron eine Ellisenbahn,
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12 ZUSAMMENFASSUNG

wahrend im verwendeten N,,.~-Koordinatensystem eine Rosettenbahn entsteht.
Diese Rosettenbahn ist nur fiir rationale Windungszahlen (w = Z, r, s € N) ge-
schlossen. In diesem Fall durchstosst das Elektron s-mal die Kernregion und
die Achse der Ellipse umliuft r-mal den Kern. Wir sprechen dann von einem
s-Orbit und die zugehorigen Punkte in der Poincaré-Abbildung sind die peri-
odischen Punkte s-ter Ordnung.

Das v;-Spektrum der Quantenmechanik zeigt Resonanzen, d.h. gleiche Ei-
genwerte vy auf Basis verschiedener Hauptquantenzahlen n und verschiedener
Drehimpulse N. Diese AA—TZL—Resonanzen, wobei An die Differenz in n und Am die
Differenz in der Projektion m von L auf N bzgl. der beiden Eigenwerte darstellt,
zeigen Parallelitdten in ihrem Verhalten zu den rationalen Windungszahlen der
klassischen Beschreibung. Insbesondere stimmt das Am der Resonanz mit dem
s des sich an der Position befindenen s-Orbits, im Rahmender Unschérfe der
Quantenmechanik, {iberein.

Das lineare Rydberg-Molekiil Im Rydberg-Molekiil findet eine Wechsel-
wirkung des Rydberg-Elektrons mit dem anisotropen Potentialanteil des Kerns
bzw. Molekiils statt, welche ein Energietransfer zwischen Elektron und Molekiil
darstellt.

Die Poincaré-Abbildung enthélt nun zwei Terme f und g, welche die Wech-
selwirkung beschreiben und lautet p : (o, 3,) — (o + f, Bn + 27w + g). Die
Storung erzeugt nun eine S-Abhingigkeit der Windungszahlverteilung, was zur
Bildung von Inselstrukturen in der Poincaré-Abbildung fiihrt. Die periodischen
Punkte der Poincaré-Abbildung nehmen einen der zwei Zustinde “elliptisch”
oder “hyperbolisch” an, wobei dieser durch die Umgebung des Punktes selbst be-
stimmt wird. Um elliptische s-Orbits bilden sich Inselstrukturen (KAM-Inseln),
welche durch eine Separatrix begrenzt wird. Die “Endpunkte” oder “Schnitt-
punkte der Separatrizen” bilden dann die Punkte der hyperbolischen s-Orbits.
Die Anderung der Windungszahl-Verteilung als Funktion von v; bewirkt, dass
sich die Zustidnde der Pole der Poincaré-Flache ebenfalls dndern. Die Pole selbst
bilden, aufgrund der Geometrie der Poincaré-Fliache, immer einen Fixpunkt
der Poincaré-Abbildung, weshalb wir von Pol-Fixpunkten sprechen. Die KAM-
Inseln der Pol-Fixpunkte zerfallen durch Bifurkation, wobei elliptische s-Orbits
erster oder zweiter Ordnung (s = 1,2) ausgestossen werden. Bei der Absorption
von elliptischen s-Orbits erster oder zweiter Ordnung durch die Polen, bilden
sich Pol-KAM-Inseln. Diesen Prozess nennt man Umkehrbifurkation. Die Zu-
stédnde dndern sich auch durch Ausstossen und Aufnehmen von hyperbolischen
s-Orbits erster oder zweiter Ordnung, wobei eine KAM-Insel durch Volumenex-
pansion entsteht bzw. Volumenkontraktion verschwindet.

In der Quantenmechanik bewirkt die Wechselwirkung, dass vy reell wird
und die Eigenwertdynamik Strukturen aufzeigt. Diese Strukturen korrespon-
dieren mit dem Rhythmus, in dem sich die Zustinde der Pol-Fixpunkte der
Poincaré-Abbildung als Funktion von v; dndern. Ebenfalls ist die Wirkung der
s-Orbits auf die Eigenwerte im Resonanzfall beobachtbar. Die Analyse der rela-
tiven Phasengeschwindigkeit der MQDT offenbart einen direkten Blick auf die
Resonanzen zwischen ensprechenden Eigenfunktionen und somit auf die Bewe-
gung der s-Orbits in der Poincaré-Flache als Funktion von v;. Dadurch kann die
Dynamik in der Poincaré-Abbildung als Funktion von v;, mit der entsprechen-
den Unschérfe der Quantenmechanik, vorrausgesagt werden. Das Auftreten von
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Chaos in der klassischen Beschreibung korrespondiert mit starken Storungen im
Muster der relativen Phasengeschwindigkeit.

Ausblick Diese Arbeit stellt einen guter Ausgangspunkt fiir weitere Unter-
suchungen betreffend Rydberg-Systeme dar, da das Grundversténdnis {iber die
Ablaufe im Eigenwert-Spektrum mit der Dynamik auf der Poincaré-Fliche in
Zusammenhang gebracht wird.

Fiir Untersuchungen im Rahmen der semiklassischen Physik, kann diese Ar-
beit, da sie auf einem konkreten Model basiert, zum Verstindis des Ubergangs
zwischen Quantenmechanik und klassischer Mechanik beitragen. Dies beziiglich
muss aber noch einige Arbeit geleistet werden.
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Kapitel 1

Theorie der Rydberg-Systeme

1.1 Einleitung

Ein Rydberg-System besteht aus einem positiv geladenen Kern und einem hoch
angeregten Elektron. In dieser Arbeit betrachten wir den Fall eines gebundenen
Elektrons, welches eine Keplerbahn, d.h. eine Ellipse mit grosser Ausdehnung,
und eine negative Energie besitzt. Der Kern kann ein Atom oder Molekiil sein
und wird von den Kernelektronen gleichmissig abgeschirmt, so dass in grosser
Distanz nur noch eine positive, sphirisch-symmetrische Gesamtladung von “+-1”
wahrnehmbar ist.

Unser Rydberg-Molekiil ist ein lineares, rotierendes Molekiil, welches nur
Rotationsenergie besitzt, also keine Molekiilschwingungen ausfiihrt. Das lineare
Molekiil Dinatrium Nag, welches von Labastie et.al. [1] untersucht wurde, besitzt
diese Geometrie. Die quantenmechanische Beschreibung des Rydberg-Molekiils
erfolgt mittels der “Multichannel Quantum Defect Theory”, kurz MQDT, deren
klassischer Grenzfall durch Lombardi et.al. [3] versffentlicht wurde.

Aufgrund der Anschaulichkeit beginnen wir mit der klassischen Beschreibung
und wenden uns spater der Quantenmechanik zu. Desweiteren behandeln wir
jeweils zuerst das Rydberg-Atom als Vorstufe zum linearen Rydberg-Molekil.

1.2 Klassische Mechanik der Rydberg-Systeme

In diesem Abschnitt legen wir die Grundlagen zur Beschreibung von Rydberg-
Systemen und wenden dann diese auf das Rydberg-Atom und das lineare Ryd-
berg-Molekiil an. Zu diesem Zweck besprechen wir zuerst das allgemeine Modell
mit seinen Annahmen und seiner Beschreibung als Poincaré-Abbildung.

1.2.1 Allgemeines Modell

Es existieren verschiedene Ansétze fiir die Beschreibung eines Rydberg-Systems.
Im ersten Moment wiirden wir vielleicht eine Echtzeit-Flugsimulation entwer-
fen. Das Elektron folgt seiner Bahn und wechselwirkt mit dem Potential des
Kerns. Auf dem Weg von einem #usseren Punkt des Orbits zum Kern, wird das
Elektron so stark beschleunigt, dass die Wechselwirkung in einer sehr kurzen
Zeit stattfindet, verglichen mit dem Zeitbedarf fiir den dusseren Teil des Orbits.

15
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Somit verbrauchen wir viel Rechenzeit fiir uninteressante Bewegungen, weshalb
wir einen anderen Ansatz wahlen.

1.2.1.1 Zwei Wechselwirkungssphiren

Die hohe Geschwindigkeit des einfliegenden Elektrons lasst dem Kern keine Zeit
zu reagieren! und es resultiert eine kurzreichweitige Streuung am anisotropen
Teil des Potentials.

Wir nehmen an, dass es zwei Wechselwirkungssphiren gibt und definieren
einen Abstand ry vom Kernmittelpunkt aus, der diese Sphéren trennt. In der
dusseren Sphére wirkt ein fast spharisch-symmetrisches Potential auf das Elek-
tron. Wir approximieren dieses Potential durch ein Coulomb-Potential und nen-
nen diese Sphire “Region B” oder “Coulomb-Region”. In der inneren Sphére fin-
det die Wechselwirkung des Elektrons mit dem anisotropen Potentialanteil des
Kerns statt. Wir beschreiben diese Wechselwirkung als Kollision bzw. Streuung
und nennen diese Sphire “Region A” oder “Kollisions-Region”. Die Form des
anisotropen Potentialanteils definiert das genaue Streuverhalten. Das Rydberg-
Atom erzeugt ein reines Coulomb-Potential, wihrend das lineare Rydberg-Mo-
lekiil ein zylinder-symmetrisches Potential besitzt, welche fiir grosse Entfernung
durch ein Coulomb-Potential approximiert wird.

Diese zwei Regionen bediirfen zweier Koordinatensysteme, um die jeweilige
Wechselwirkung angemessen zu beschreiben.

1.2.1.2 Zwei Koordinatensysteme

Fiir die Definition beider Koordinatensysteme gehen wir vom linearen Rydberg-
Molekiil aus und verkniipfen beide Koordinatensysteme mit dem Drehimpuls N
und der Symmetrieachse M des Rydberg-Molekiils (Abbildung 1.1). Durch die
Abgeschlossenheit des Systems ist der Gesamtdrehimpuls J konstant und wir
beschreiben das System mittels des Drehimpulses L des Elektrons. Beide Ko-
ordinatensysteme sind mit dem Molekiil verkniipft und rotieren daher in einem
Laborkoordinatensystem. Die Entwicklung des Systems in der Region B wird im
Neore-Koordinatensystem beschrieben, in welchem die Richtung des Drehimpuls
L des Elektrons durch die Winkel o und 3 festgelegt ist. Die Wechselwirkung in
der Region A wird im M,,,.-Koordinatensystem beschrieben, in welchem die
Richtung von L durch die Winkel ¢ und ¢ festgelegt wird.

Wir beschreiben das System als Poincaré-Abbildung und leiten im Folgenden
hierfiir die Poincaré-Fl4che her.

1.2.1.3 Poincaré-Fliche
Die Poincaré-Fliche definieren wir ausgehend von den Drehimpulse-Komponenten
N? (¢on,9n) Kerndrehimpuls, (1.1)

L* (pr,9) Elektrondrehimpuls, (1.2)
J?> (¢s,9;) Gesamtdrehimpuls,

mit dem Betragsquadrat des Drehimpulses und den Winkeln (¢ ,%.) in einem
beliebigen Laborkoordinatensystem. Der konstante Gesamtdrehimpuls J und

!Dies entspricht der Born-Oppenheimer-Approximation in der Quantenmechanik.
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N_ ..~Koordinatensystem M_, .~ Koordinatensystem

core core

Abbildung 1.1: Koordinatensysteme: Das N,,..-Koordinatensystem (links) wird
fiir den Coulombschritt und das M_,,.-Koordinatensystem (rechts) fiir den Kol-
lisionsschritt verwendet. Im N,,..-Koordinatensystem zeigt die z-Achse entlang
des Eigendrehimpulses des Kerns und die x-Achse entlang der Molekiilsymme-
trieachse M. Das M,--Koordinatensystem wird durch Drehung des N .e-
Koordinatensystem um die y-Achse und anschliessender Spiegelung gewonnen.

sein Quadratsbetrag sind definiert als

J = N+1L, (1.4)
J? = N?4+L?+2NL=N?+L?+2NLcos(a). (1.5)

Die Verwendung des N,..-Koordinatensystems fixiert die Variablen (o, dn)
und definiert die Winkel von L als (a, 3). Ist L und J? vorgegeben, so wird N2
durch (1.5) festgelegt. Schlussendlich bleibt uns als Variablen nur L, d.h. L?
und die Winkel (ayz, 81).

Wir nehmen nun an, dass L? durch die Kollision nicht verindert wird, wel-
ches durch Experimente [1, 6] bestitigt wurde. Die Giiltigkeit der Annahme
beruht darauf, dass die Aufspaltung zwischen verschiedenen elektronischen L?
Niveaus durch den sphéirisch-symmetrischen Anteil des Potentials viel grosser
ist, als die Aufspaltung zwischen Unterniveaus von L? durch den anisotropischen
Teil.

Der Drehimpuls L definiert durch seinen konstanten Betrag eine Sphire,
dessen Oberfliche wir als Poincaré-Fliche bezeichnen. Diese besitzt die Koordi-
naten (o, 3) und ist im N,..-Koordinatensystem fixiert.

Im Folgenden beschreiben wir die Entwicklung des Rydberg-System als ite-
rative Abbildung (Poincaré-Abbildung) auf der Poincaré-Fliche.

1.2.1.4 Poincaré-Abbildung

Die Dynamik der Systems wird als iterative Abbildung von L im N_,..-Koor-
dinatensystem durch

Ln+1 = RNMRcolRMNRCouan) (16)
mit den Schritten

e R... : Bewegung in der Coulombregion im N_,,..-Koordinatensystem,
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e R, : Kollision in der Kollisionsregion im M_,,.-Koordinatensystem und

o R, bzw. Ry @ Transformationen zwischen den verwendeten Koordina-
tensystemen

realisiert. Diese iterative Form erlaubt uns den Zustand des Systems an je-
dem beliebigen Punkt zu untersuchen, wobei immer die “Durchlauforientierung”
des Elektrons klar festgelegt ist. Mit “Durchlauforientierung” ist gemein, dass
das Elektron die Poincaré-Fliche immer in der gleichen Richtung durchstosst.
Diese klare Richtungsunterscheidung ist die Bedingung, welche eine Poincaré-
Abbildung erfiillen muss. Die Poincaré-Flache wird auch als “surface of intersec-
tion” bezeichnet.

Coulombbewegung im N.,..-Koordinatensystem Die Bewegung von L
im N_,r.-Koordinatensystem ist denkbar einfach. Der Drehimpuls L ist eine
Konstante der Bewegung eines Elektrons in einem Coulomb-Potential und somit
ist seine Richtung in einem Laborkoodinatensystem konstant. Da sich das N .-
Koordinatensystem aber beziiglich dem Laborkoordinatensystem um die Achse
N dreht, dreht sich auch L im N,..-Koordinatensystem um die Achse N. Das
heisst, dass Rc.. eine Prizession von L um N mit dem Prézessionswinkel 63
beschreibt. Somit ist nur noch der Winkel «, bzw. die Projektion m von L auf
N, eine Konstante der Bewegung im N,..-Koordinatensystem. Die Bewegung
ist 2m-periodisch in # und 1-periodisch in der Windungszahl w, wenn w = %
gilt. Im Falle der Abwesenheit eines anisotropen Potential des Kerns, also einer
Bewegung im Coulombpotential, haben wir als Poincaré-Abbildung

Apt1 = Qp (170’)
ﬁn-‘,—l = ﬁn + 27T(4}(Oén+1), (17b)

wobei wir angenommen haben, dass der Prizessionwinkel 3 und somit w ei-
ne Funktion von « ist. Diese Abbildung bezeichnet man als “twisted” [7]. Im
Fall, dass wir « durch die Projektion m von L auf N, d.-h. m = L cosa, erset-
zen, ist die Abbildung volumenerhaltend und somit im zweidimensionalen Fall
symplektisch [7, 8.

Kollisionsbewegung im N_,,..-Koordinatensystem Die Bewegung von L
im M_,..-Koordinatensystem ist abhingig vom jeweiligen anisotropen Poten-
tialanteil des Kerns. Im Allgemeinen wird sich die Kollision als Verdnderung
in a und § auswirken, was zur Folge hat, dass a keine Konstante der Bewe-
gung mehr ist. Wir erhalten als Poincaré-Abbildung fiir ein Rydberg-System
mit anisotropem Potentialanteil des Kerns

Apt+1 = OQp + f(ana ﬁn) (180)
ﬁn-{-l - ﬁn + 277‘4)(0‘71) + g(ana Bn) (18b)

Hier sind f und ¢ durch den anisotrope Potentialanteil festgelegt.

Durch die Einfiihrung eines Kopplungsparameters K wird der Einfluss des
anisotropen Potentialanteils auf die Dynamik skalierbar. Somit beschreibt die
Abbildung (1.7) die ungestorte Bewegung des Systems, wiahrend (1.8) das ge-
storte System beschreibt. Dies ist der Grund, weshalb wir die Dynamik des
Systems im N_,..-Koordinatensystem darstellen. Im folgenden studieren wir
die Eigenschaften der ungestdrten und gestorten Poincaré-Abbildung.
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1.2.1.5 Dynamik der Poincaré-Abbildung

Wir beschrinken uns hier auf das fiir uns Wesentliche und verweisen fiir weitere
Informationen auf das Buch von Lichtenberg und Liebermann [8§].

Ungestortes System Je nach Windungszahl w kehrt ein System, dessen Zu-
stand durch einen Punkt in der Poincaré-Fliche beschrieben wird, nach end-
lich vielen Abbildungen wieder in seinen Ursprungszustand zuriick (periodischer
Punkt) oder nicht. Ein periodischer Punkt p(5, «) ist somit durch die Beziehung

p=A°p seN, (1.9)

mit “A” als Poincaré-Abbildung gekennzeichnet. Nach s-maliger Iteration ist das
System wieder am Ausgangspunkt angelangt, wobei wir von einem Punkt s-ter
Ordnung sprechen. Die entsprechende Windungszahl w ist rational und gegeben
als w = £ mit r, s € N. In Abbildung (1.2) sind fiir die Falle s = 2 und s = 4 die
entsprechenden Situationen dargestellt. Nicht periodische Punkte besitzen eine
irrationale Windungszahl und nehmen alle moglichen Werte von S ein.

A s=2

(XZX ,,,,,,,,, B A et AN o s=4

«~—— ® irrational

Abbildung 1.2: Periodische und nicht periodische Punkte der Poincaré-
Abbildung. Periodische Punkte besitzen eine rationale Windungszahl w = %
mit 7, s € N. Durch die 2n-Periodizitat von 3 erscheinen in unserem Fall fiir
s = 2 drei Punkte (A). Nicht periodische Punkte besitzen eine irratinale Win-
dungszahl und nehmen jeden moéglichen Wert von 3 an, d.h. sie erzeugen im

Grenzfall unendlich vieler Iterationen eine Linie.

Rationale Windungszahlen bedeuten, dass das Elektron die Sphére s-mal in
der entsprechenden Richtung durchstésst und der Radiusvektor des Elektrons
den Kern r-mal vollstindig umlduft, bevor es die urspriingliche Position wieder
erreicht hat (Abbildung 1.3). Somit besitzt das Elektron eine geschlossene Bahn,
einen s-Orbit.

Alle 1-Orbits sind Fixpunkte der Abbildung. Da die Poincaré-Fléiche eine
Sphire darstellt, sind die Pole (o« = 0 bzw. 7), unabhéngig deren Windungs-
zahl, immer Fixpunkte. Zur sprachlichen Unterscheidung dieser “topologischen”
Fixpunkte von den anderen mdglichen Fixpunkte, wollen wir die ersteren Pol-
Fixpunkte und die letzteren einfach Fixpunkte oder 1-Orbits nennen.

Die Windungszahl ist, im ungestorten Fall, eine stetige Funktion von a.
Zur Abschitzen des “Musters” der periodischen Punkte in der Poincaré-Flache
ist eine Ordnung der rationalen Zahlen nach aufsteigendem Wert von grossem
Nutzen. Diese Mo6glichkeit bietet uns der sogenannte Fareybaum.



20 KAPITEL 1. THEORIE DER RYDBERG-SYSTEME

Abbildung 1.3: Die Elektronen besitzen in einem Coulombpotential geschlossene
Ellipsen als Bahnen. Als Konsequenz der Rotation des N,,.-Koordinatensystem
beziiglich eines Laborkoordinatensystems beschreiben die Elektronen im N qy..-
Koordinatensystem prizessierende Ellipsenbahn. Im Fall einer rationalen Win-
dungszahl w = * erreichen die Elektronen nach s Perioden die Ausgangsposition
wieder. Wahrenddessen hat der Elektronenradius den Kern r-mal umrundet.

Fareybaum Die Methode von Farey [9] erzeugt eine aufsteigende Folge von
rationalen Zahlen und gibt jeder Zahl eine Ordnungsnummer. Die Ordnungs-
nummer entspricht dem Schritt an dem die rationale Zahl berechnet wird. Die
Methode kann am besten als “verbotene Bruchaddition” bezeichnet werden (Ab-
bildung 1.4). Wir beginnen mit den natiirlichen Zahlen in Bruchform (%, r € N)

\? 1 / S~
e

Abbildung 1.4: Berechnungsschema fiir den Fareybaum. Zwei benachbarte Brii-
che werden “addiert” durch die separate Addition ihrer Zahler und Nenner, deren
Summe den Z#hler bzw. Nenner des neuen Bruchs bilden.

9 1 2
1 1 1

H-
H-

Nl= 4
(SIS

H-

wl= 4+
whhy +

als Fareymenge F. Zwei benachbarte Briiche werden “addiert”, indem die beiden
Nenner addiert werden und den neuen Nenner bilden. Ebenso wird der neue Z&h-
ler als Summe der beiden Z&hler erzeugt. Die neu erhaltene, rationale Zahl wird
in die Menge F aufgenommen und bei weiteren Additionen beriicksichtigt. Die
Stelle, an der eine bestimmte, rationale Zahl entsteht, wird Ordnung genannt.
Stellen wir nun die Ordnung als Funktion des Wertes der rationalen Zahl dar, so
erhalten wir die, in Abbildung (1.5), gezeigte Baumstruktur. Betrachten wir die
rationalen Zahlen bis zu einer bestimmten Farey-Ordnung, so sehen wir, dass
zwischen den rationalen Zahlen unterschiedlich viel “Platz” vorhanden ist. Dies
bedeutet auf das Elektron bezogen, dass die periodischen Orbits verschieden
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Abbildung 1.5: Farey-Baum: Rationale Zahlen im Bereich von [0...1] mit einer
Ordnung von bis zu 15. Es ist klar eine Baumstruktur erkennbar.

weit, in w, auseinander liegen.
Die rationalen Zahlen besitzen eine Periodizitdt von 1, was bedeutet, dass
zwischen zwei ganzen Zahlen immer wieder die gleiche Struktur anzutreffen ist.

Wirkungswinkel und Tori Die Abbildung (1.2) kann auch in sogenannten
Wirkungswinkel formuliert werden. In unserem Fall ist die Wirkung I gegeben
als I = Lcos(a) + L, damit sie nicht negativ ist, und der Winkel als 8. Die
Wirkung ist daher eine Erhaltungsgrosse und die Abbildung lautet

I,
B + 2mw(Ipt1),

(1.10a)
(1.10b)

In+1

ﬁn+1

Fassen wir nun die Wirkung als Radius, da I > 0, einer Polarkoordinaten-
Darstellung mit dem Polarwinkel 5 auf, so erhalten wir Abbildung (1.6). Der
eine Pol-Fixpunkt bildet den Ursprung, wihrend der andere zum abschliessen-
den Kreis “aufgeblasen” wurde. Orbits mit einer irrationalen Windungszahl bil-
den konzentrische Kreise um den Ursprung, wihrend s-Orbits auf konzentri-
schen Kreisen liegen, aber diese nicht vollstindig bedecken. Da die Orbits die
Poincaré-Fliache durchstossen und auf konzentrischen Kreisen liegen, konnen die
Letzteren als Schnittbilder von Tori mit der Poincaré-Fliche betrachtet werden.
Man kann sich vorstellen, dass sich das System auf einem zweidimensionalen
Torus bewegt, dessen einer Radius gleich der Wirkung I ist (Abbildung 1.7).
Die Windungszahl hingt nun mit der Anzahl Windungen des Orbits um den
entsprechenden Torus zusammen, was auch den Ursprung ihres Names erklért.
Ein 5-Orbit mit der Windungszahl w = % winden sich w-mal in -Richtung pro
Umlauf in §-Richtung. Somit wird nach s-maligem Umlauf in 6-Richtung der
Startpunkt nach r-maligem Umlauf in S-Richtung wieder erreicht. Da s mit der
Periode des Elektrons auf seinem Orbit zusammenhingt, hingt auch 6 mit der
Periode zusammen. Eine Periode des Elektrons entspricht dabei § = 27. Ebenso
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Abbildung 1.6: Die Poincaré-Fliache in Polarkoordinaten-Darstellung mit Wir-
kung I als Radius und g als Polarwinkel. Irrationale Orbits erzeugen Kreise,
wihrend s-Orbits auf Kreisen liegen, diese aber nicht vollsténdig bedecken.

Orbit

Abbildung 1.7: Ein zweidimensionaler Torus wird durch zwei Paare von
Wirkungswinkel-Koordinaten (J,6) und (I,3) definiert. Das System folgt ei-
nem Pfad, welcher auf einem Torus mit den konstanten Wirkungen (J, I) liegt.
Die Winkel (0, 5) dndern sich wahrend dem Umlauf.

héngt 8 mit dem r-maligen Umrunden des Elektronradius um den Kern zusam-
men. Was klar ist, da ja die Windungszahl der auf das Elektron {ibetragenen
Rotation des N y.-Koordinatensystem im Laborsystem entspricht. Die Orbits
mit irrationaler Windungszahl w iiberdecken die Tori vollstindig, da sie keine
geschlossenen Bahnen darstellen.

Im gestorten System werden Tori gestort und im Extremfall zerstort, wobei
sich gewisse s-Orbits als Zentren neuer Tori entpuppen.
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Gestortes System Das durch den anisotropen Potentialanteil gestorte Sys-
tem ist in Winkungswinkelkoordinaten (I, 3) gegeben als

Inyi = Lo+ f,, Bn, K) (1.11a)
Br+1 = Pnt 2WW(IH+1) =+ Q(InJrlvﬂna K) (1'11b)

mit den zusédtzlichen Verschiebungen f in I, g in § und der Kopplung K des
Elektrons an den anisotropen Potentialanteil. Hier ist nun die Wirkung I keine
Erhaltungsgrésse mehr. Da das M,..-Koordinatensystem sich an der Symme-
trieachse des Kerns resp. Molekiils orientiert, besitzt die Stérung eine Symmetrie
beziiglich dieser Achse. Aufgrund der Symmetrie der Storung kann sich die Si-
tuation in Abbildung (1.8) ergeben. Dabei liegt der Orbit auf einer invarianten

Abbildung 1.8: Moglicher Pfad in der Poincaré-Abbildung aufgrund einer sym-
metrischen Storung.

Flache, welche sich aus einem Torus gebildet hat.

Im ungestorten System ldsst sich die Position der s-Orbits aufgrund der
Windungszahl-Verteilung klar bestimmen. Die Reihenfolge wird dabei durch den
Fareybaum bestimmt. Im gestérten System wird die Windungszahl-Verteilung
durch g in (1.11b) verdndert. Die neue Windungszahl-Verteilung ergibt sich als
w+ % und ist eine Funktion von . Ein System wechselt nun, aufgrund von f in
(1.11a), zwischen verschiedenen Windungszahlen in dieser neuen Windungszahl-
Verteilung. Somit ist die Windungszahl des Orbits als Mittelwert {iber i Ent-
wicklungsschritte zu berechnen. Im Fall eines periodischen Orbits ist ¢ endlich.
Im Grenzfall i — oo besitzen alle Punkte eine mittlere, rationale Windungs-
zahl, weil sich ein Punkt mit irrationalem w um einen Punkt mit rationa-
ler Windungszahl windet. Dieses Umwinden erzeugt die so genannten KAM-
Inseln (Figur 1.9). Diese KAM-Inseln werden durch das KAM-Theorem von
Kolomogorov, Arnold und Moser beschreibt. Das Theorem wurde urspriinglich
von Kolomogorov (1954) postuliert und von Arnold (1963) und Moser unter
verschiedenen Einschrinkungen gepriift. Ausgehend von den Tori im Phasen-
raum des ungestorten Falles (Abbildung 1.10, links) bleiben im gestorten Fall,
fiir die meisten Anfangsbedingungen, invariante Flachen bestehen. Diese invari-
anten Fliachen bilden Tori, welche ebenfalls von der Poincaré-Flache geschnitten
werden (Abbildung 1.10, rechts). Diese Schnittflichen der Tori bilden KAM-
Kurven (Abbildung 1.9), welche ihrerseits die KAM-Inseln formen.

Auf der anderen Seite sagt das Poincaré-Birkhoff Theorem aus, dass fiir
einige gerade Vielfache von s, z.B. 2ks (k = 1,2,...) Fixpunkte bzw. peri-
odischen Punkte die Stérung iiberstehen. Hier ist s der Nenner der rationalen
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KAM-Insel

Elliptischer
°
Punkt

Hyperbolische Punkte

KAM-Kurve

Separatrix

Abbildung 1.9: Die KAM-Insel als Ergebnis des Schnitts der invarianten Flachen.

N b oa—r

Abbildung 1.10: Links die Toristruktur im ungestorten Fall und rechts der Zerfall
und die Bildung invarianter Flachen. Die invarianten Fléchen bilden wiederum
Tori mit elliptischen periodischen Punkten als Zentren.

Windungszahl w = . Diese periodischen Punkte der Bewegung dominieren die
Strukturen in der Poincaré-Fliche und bilden als elliptische Punkte die KAM-
Inselzentren und als hyperbolische Punkte die “Schnittpunkte der Separatix”.
Das erste Auftauchen dieser Punkte bezeichnen wir als Primér-Resonanzen und
die zugehorigen KAM-Inseln als primére Inseln. Jede primére Insel hat selbst
eine Windungszahlverteilung mit ihrem Zentrum als ruhender Pol. Aus dieser
Windungszahlverteilung resultieren wieder Inseln, welche als sekundire Reso-
nanzen bezeichnet werden. Auch in KAM-Inseln der sekundiren Resonanzen
existiert eine Windungszahlverteilung. So folgen immer weitere Resonanzen bis
ins Unendliche [8].

KAM-Inseln und Fareybaum Die KAM-Inseln eines s-Orbits bezeichnen
wir als KAM-Inselkette. Das Volumen einer KAM-Inselkette hingt mit dem
“Platz” zwischen der entsprechenden Windungszahl bis zur néchsten rationalen
Windungszahl mit kleinerer Ordnung im Fareybaum.
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1.2.2 Das Rydberg-Atom

In diesem Abschnitt formulieren wir das Modell des Rydberg-Atoms. Es herrscht
ein reines Coulombpotential vor und die Elektronen besitzen Ellipsen als Bah-
nemn.

In der Quantenmechanik vergleichen wir die Quantenzahlen v; in einem Sys-
tem mit “normiertem” Kerndrehimpuls N = J. Um eine Verbindung zur klassi-
schen Mechanik herzustellen, formulieren wir eine Parametrisierung der Gesam-
tenergie ausgehend von diesen v;’s. Anschliessend entwickeln wir die Poincaré-
Abbildung des Rydberg-Atoms.

1.2.2.1 Parametrisierung der Gesamtenergie

Die Gesamtenergie E des Systems ist gegeben als Summe aus Rotationsenergie
des Kerns und der Elektronenenergie
1
2

E = BN°- . (1.12)
Die Rotationsenergie BN? des Kerns enthélt eine spektroskopische Konstante
B =1/(2I) mit dem Kerntragheitsmoment I [10], wahrend die Elektronenener-
gie E. = —1/(2n?) durch die Hauptquantenzahl n definiert ist. Im klassischen
Fall herrscht keine Quantisierung, weshalb wir n € N durch vy € RT\{0} er-
setzen.

Rein formal kann die Parametrisierung der Gesamtenergie als Reduktion der
Freiheitsgrade von zwei, N und n in (1.12), auf einen Freiheitsgrad v; betrachtet
werden. Dies ist n6tig, da im Fall des Rydberg-Molekiils IV keine Erhaltungsgros-
se mehr ist. Durch Gleichsetzung von N mit J und Einfilhrung des Parameters
vy € RT\{0} erhalten wir die folgende Darstellung der Gesamtenergie:

1

E = BJ>-——. 1.13
72 (1.13)

Interpretation FEine mogliche Interpretation dieses formalen Prozesses sieht
folgendermassen aussehen. Wir habe fiir die Gesamtenergie F die Relation
1

BN? — 57 = BJ? — 27 vN, vy € RT\{0}. (1.14)
Auf der linken Seite kann die Rotationsenergie BN? der Kerns genau (2L + 1)
verschiedene Werte fiir ein gegebenes vy annehmen, da der Kerndrehimpuls
N € Z die Werte [J — L, J + L] besitzen kann. Dies bedeutet aber, dass der
Kern, fiir ein gegebenes vy, verschieden schnell rotieren kann. Somit beschreibt
die linke Seite die Situation beziiglich eines Laborsystems. Definieren wir nun
das N yre-Koordinatensystem und wollen wir fiir alle Elektronenenergien das
gleiche N ,..-Koordinatensystem verwenden, so miissen wir fiir das N y..-Ko-
ordinatensystem eine bestimmte Rotationsenergie beziiglich einem Laborkoor-
dinatensystem festlegen. Wir defineren, dass der Kern mit der Energie B.J>
rotieren soll, da J so oder so fiir das System festgelegt werden muss. Somit
beschreibt die rechte Seite der Gleichung (1.14) alle Elektronenenergie zu ei-
nem Kern mit fixer Rotationsenergie B.J2. In dieser Darstellung besitzen zwei
Systeme mit gleicher Gesamtenergie auch die gleiche Elektronenenergie, was
allgemein als Resonanz bezeichnet wird.
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Relative Umlaufzeit Der Energie-Parameter v; berechnet sich aus der Glei-

chung (1.14) zu
VN

V1-2Bu% (N2 - J2)

Das dritte KEPLERsche Gesetz besagt, dass die Quadrate der Umlaufzeiten
T proportional den Kuben der grossen Halbachse a der Ellipsenbahnen sind [11]

T1 2 a1 3
— | =({—) . 1.1
(T2 ) (az ) (116)
Dabei ist die grosse Halbachse a gegeben durch

a:ﬁ :al/?\/’:a<ml/‘])2, (1.17)

vy = (115)

wobei wir die Elektronenenergie E. = —1/(2v%) und die Darstellung von vy =
V/(...)vy verwendet haben. Der Faktor o resultiert aus dem betrachteten Po-
tential. Stellen wir Gleichung (1.16) mit dem Nenner fiir den Fall N = J auf,
so erhalten wir

3

(%)2 _ <“_N)3 _ M _ <<\/ﬁ)2)3 (1.18)

aj o (I/J)2

Dabei haben wir vy = vy fiir den Fall N = J verwendet. Vertauschen wir nun
die Potenzen auf der rechten Seite von Gleichung (1.18), so sehen wir aus

(B) - (o)

dass die dritte Potenz der Wurzel gleich dem Verhiltnis der Perioden ist. Oder
anders ausgedriickt: “Die relative Periode eines Elektrons beziiglich der Periode
zum v ;-Orbit ist gleich der dritten Potenz des Wurzelterms.” Driicken wir nun
die Perioden selbst durch die Winkelgeschwindigkeit w aus, so erhalten wir

I _Zmes _wn () =7 (1.20)

Ty T 271wn WN

Wir bezeichenen nun mit § 7 die relative Winkelgeschwindigkeit zur Basis N = J.
Diese relative Winkelgeschwindigkeit werden wir in der Quantenmechanik als re-
lative Phasengeschwindigkeit wieder antreffen und sie wird, in unseren Ergebnis-
sen zur Quantenmechanik des linearen Rydberg-Molekiils, von unschatzbarem
Wert sein.
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1.2.2.2 Poincaré-Abbildung des Rydberg-Atoms

Die Poincaré-Abbildung beschreibt die Dynamik des Drehimpulsvektors L des
Elektrons auf der Poincaré-Fliche. Das Elektron bewegt sich auf einer Kepler-
bahn um den Kern, wihrend dieser rotiert. Die Zeit zwischen zwei Abbildun-
gen der Poincaré-Abbildung enspricht der Periode T, eines Elektrons auf seiner
Bahn. Aus Sicht des Kerns im N_,..-Koordinatensystem prézessiert L mit dem
Winkel §3 um die N-Achse. Die Poincaré-Abbildung lautet

( %Zii ) - ( g:+5ﬂ(an+1) ) : (1.21)

Der Prézessionswinkel 3 hiangt von der Periode 7T, des Elektrons auf seiner
Bahn und der Periode Ty der Kernrotation ab. In einem Laborkoordinatensys-
tem beschreiben 5 die Drehung des Kerns, da L konstant ist.

Die Periode T ist abhangt von der Elektronenenergie [11] und der Prizes-
sionswinkel §f3 ist gegeben als

T.

- Ty =27 (2BN)™'  T.=2r(—2E.)"2 (1.22)
TN

0B =21w w

mit der Windungszahl w als Verhéltnis der Perioden. Wir erhalten als Win-
dungszahl
w=2BNvy. (1.23)

Wir legen fest, dass die zu untersuchende Klasse von Systemen durch die
Angabe von B, J und L definiert ist. Somit bleibt uns als Energieparameter v
und als Systemvariable die Winkel v und ( von L. Die Poincaré-Abbildung wird
folgendermassen initialisiert:

1. Lege B, J und L fiir die zu untersuchende Klasse von Systemen fest.
2. Fixiere v und berechne die Gesamtenergie £ mittels Gleichung (1.13).
3. Wihle L(w, ) und berechne den zugehdrigen Kerndrehimpuls N durch
N(a) = —=Lcos(a) + /J? — L?sin(a), (1.24)
Die Herleitung befindet sich im Anhang (A.1.1.1).

4. Ermittle vy des Elektrons durch

~1
2(E — BN?)’

VN =

(1.25)

5. Schlussendlich berechnet sich die a-abhingige Windungszahl w als
w=2BNv3,. (1.26)

Die endgiiltige Poincaré-Abbildung ist dann
Qnt1 _ Qp
( Brn+1 > o ( Bn + 27 2BNV3; > ‘ (1.27)

Die Ergebnisse zum Rydberg-Atom befinden sich im Kapitel “Ergebnisse zu den
Rydberg-Systemen”.
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1.2.3 Das lineare Rydberg-Molekiil

Das lineare Rydberg-Molekiil unterscheidet sich vom Rydberg-Atom durch den
zylinderférmigen Kern, welcher einen anisotropischen Potentialanteil in Zylin-
derform besitzt. Der Kern kann als linearer Kreisel betrachtet werden und nur
um eine Achse senkrecht zur Molekiilachse rotieren, da das Trigheitsmoment
beziiglich der Molekiilachse verschwindet [12]. Wie im Rydberg-Atom-Fall be-
sitzt der Kern des Rydberg-Molekiils nur Rotationsenergie, d.h. Schwingungen
im Molekiil selbst werden nicht beriicksichtigt.

Wir besprechen zuerst die physikalischen Situationen, welchen das Elektron
ausgesetzt ist, definieren die beiden zur Beschreibung benétigten Koordinaten-
systeme, besprechen die als Streuung interpretierte Wechselwirkung des Elek-
trons mit dem anisotropen Potentialanteil und formulieren schlussendlich die
Poincaré-Abbildung des linearen Rydberg-Molekiils.

1.2.3.1 Zwei Wechselwirkungs-Regionen

Das Elektron wir auf seinem Weg vom &ussersten Punkt des Orbits zum Kern
so stark beschleunigt, dass die Kollision mit dem anisotropen Kernpotentialan-
teil in einer sehr kurzen Zeit stattfindet. Die hohe Geschwindigkeit 1dsst dem
Kern keine Zeit auf das einfliegende Elektron zu reagieren und es resultiert eine
kurzreichweitige Streuung. Dieser Sachverhalt 1dsst die Annahme zu, dass

1. die Streuung augenblicklich passiert und somit die Zeit fiir eine Iteration
der Poincaré-Abbildung gleich der Periode T, ist.

2. die Wechselwirkung in die zwei Regionen (A) oder “Kollisionsregion” und
(B) oder “Coulombregion” aufgespaltet werden kann.

(A) In der kernnahen Region dominiert der anisotropen, in unserem Fall
der zylindersymmetrische, Potentialanteil die Elektronenbewegung.
Beim Passieren des Kerns bleibt sowohl L? als auch die Projekt-
ion von L auf die Molekiilsymmetrieachse M erhalten und nur die
Orientierung von L #ndert sich 2. Aufgrund der Gesamtdrehimpuls-
Erhaltung muss sich der Drehimpuls N des Molekiils ebenfalls &n-
dern. Diese Anderung von N wird “back repulsion” genannt und
entspricht einem Energieaustausch, da die Rotationsenergie des Mo-
lekiils von N abhingt. Aufgrund der Energieerhaltung &ndert sich
die Energie des Elektrons ebenfalls, was zur Folge haben kann, dass
ein ungebundenes Elektron (F. > 0) Energie abgibt und gebunden
(E. < 0) wird oder eine gebundenes Elektron Energie aufnimmt, un-
gebunden wird und die Umgebung des Molekiils fiir immer verl&sst.
Dieser Energieaustausch ist der grosse Unterschied zu den “gekickten”
Systemen, welche {iblicherweise untersucht werden.

(B) In der kernfernen Region gilt der Rydberg-Atom-Fall, d.h. der Dreh-
impulse N ist konstant und es erfolgt kein Energieaustausch.

Der quantenmechanische Ansatz beruht auf dieser Annahme der zwei
verschiedenen Wechselwirkungsregionen. Der hier beschriebene klassische
Grenzfall wurde von Lombardi et.al. [3] hergeleitet.

2Die Annahme das L? sich wihrend der Kollision nicht #ndert, wurde durch Experimente
[1, 6] bestidtig, wie bereits besprochen.
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1.2.3.2 Zwei Koordinatensysteme

Beide Wechselwirkungsregionen benotigen, wie bereits beim Unterkapitel 1.2.1
erwahnt, jeweils speziell auf die Situation angepassten Koordiantensystem. Die
Situation in der Region (B) entspricht der des Rydberg-Atom und wird im
Nore-Koordinatensystem beschrieben. Aufgrund der Annahme, dass die Streu-
ung augenblicklich geschieht, entspricht der Prazessionswinkel 65 der Coulomb-
bewegung dem des Rydberg-Atom-Falls. Die Beschreibung der Kollision in der
Region (A) erfolgt im M_,re-Koordinatensystem, in dem der Drehimpuls L
durch die beiden Winkel ¥ und ¢ definiert ist.

N_ ..~ Koordinatensystem M_ -~ Koordinatensystem

core

Abbildung 1.11: Verwendete Koordinatensystem: Links das N,,..-Koordinaten-
system und rechts das M_,..-Koordinatensystem.

1.2.3.3 Streung des Elektrons

Die Wechselwirkung des Elektrons mit dem zylindersymmetrischen Potential-
anteils erzeugt eine Prézession von L um den Winkel d¢p um die Molekiilsymme-
trieachse M. Anschliessend erfolgt die beschriebene “back repulsion” von N, was
einer Anderung von N? und einer Priizession von N um M mit dem Priizessions-
winkel 0y’ entspricht. Der Prézessionswinkel kann als zusétzlicher Drehwinkel
von L aufgefasst werden.

Der Prizessionswinkel §¢ ist antisymmetrisch beziiglich der Symmetrie
¥ — w — ¥ resp. der xy-Ebene im M_,,.-Koordinatensystem. Da L ein Axial-
vektor ist fiilhrt eine Spiegelung an der z0z-Ebene zu 9 — 71 —dund ¢ — 7 — ¢
und somit zu ¢ — —d&¢ [3] 3. Diese Verhalten von ¢ wir am einfachsten durch
die Definition

do = Kcost (1.28)
realisiert, wobei K die Kopplungstirke an den anisotropen Potentialanteil be-

schreibt. Diese Definition korrespondiert mit dem experimentell plausiblen Quan-
tendefekt pa [3]

K
KA = Ho — 47r—LA2' (1.29)

3Zuerst wird L an der x0z-Ebene gespiegelt, was zu ¢ — 27 — ¢ fiihrt. Da die Umlaufrich-
tung der Elektrons durch die Spiegelung auch gedreht wird, wechselt das Vorzeichen von L,
was zu p — ™ — @ und ¢ — 7 — ¢ fiihrt.
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Hier ist p¢ der Quantendefektanteil durch die Abweichung der Kernladung von
+1 und wird in unserem Fall gleich Null gesetzt. Der zweite Term beschreibt
den Defekt aufgrund des zylindersymmetrischen Potentialanteils. Die Projektion

A von L auf M ist Erhaltungsgrosse der Kollision. Der Priizessionswinkel ist
gegeben als
oua A
op=22r—> =K— .
© oA 7 (1.30)
und maximal wenn A = L. Dadurch ergibt sich fiir die Kopplung K mittels
Gleichung (1.29)

a2\
K= —-4r—. 1.31
e (1.31)

Wir bezeichnen den Quantendefekt ;1n kurz mit ;4 und verwenden ihn durchge-
hend als Parameter fiir die Kopplung.

Der Prizessionswinkel 0’ der “back repulsion” ist die Konsequenz der Pri-
zession von L um M und der Drehimpulserhaltung L; + N; = Ly + Nj. Der
Winkel zwischen N; und Ny ist der gesuchte Prézessionswinkel d¢’

N;N;
/ —_—
0y’ = arccos <|N1||N2|> (1.32)

und wird auf L iibertragen. Dadurch wird die Rotation des M,,.-Koordina-
tensystem verhindern.

Die Prizessionsbewegung von L durch die Kollision ist dann gegeben als
Verdnderung von ¢:

Ontl = Pn + 00+ 0. (1.33)

Im N_,..-Koordinatensystem erzeugt dig Kollision Verschiebungen in o und g.
Diese bilden konzentrische Kreise um M (Abbildung 1.12). Es ist ersichtlich,
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Abbildung 1.12: Durch die Kollision erzeugte Bewegung des Systems.

dass es keine Verdnderung der Windungszahl-Verteilung w(a) fir 8 = 7 und
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37” gibt. Die Windungszahl in der Umgebung der Pol-Fixpunkte entwickelt sich
verschieden, so dass der Grenzwerte der Windungszahl in den Pol-Fixpunkten
w = limgy—.0,7 w(a, B) eine Funktion von f ist. Die unterschiedliche Entwicklung
der Windungszahl in der Umgebung der Pol-Fixpunkte ist entscheidend fiir die
Entwicklung der Pol-Fixpunkte selbst.

1.2.3.4 Die Poincaré-Abbildung des linearen Rydberg-Molekiils
Die Poincaré-Abbildung (Abbildung 1.13) des linearen Rydberg-Molekiils

Ln+1 = RaNM Rcol 1:{MN RCoul Ln (1-34)

Rco] RCoul

Streuung Keplerbahn
Abbildung 1.13: Schritte der Poincaré-Abbildung

setzt sich aus dem Coulombschritt R, der Region (B), dem Kollisionsschritt
R.. der Region (A) und zwei Koordinatentransformationen Ry und Ryy
zwischen den verwendeten Koordinatensystemen zusammen. Im Detail haben
wir:

1. Rgouw als Coulombschritt im N..-Koordinatensystem:

Lyz2 = Rcoulin (1.35)
mit
cos(083)  sin(68) 0O
Reow = | —sin(d8) cos(68) 0 (1.36)
0 0 1

wobei 65 aus dem Rydberg-Atom-Fall stammt:

80 = 2mw = 2m2BN V3, (1.37)

2. Rux~ als Koordinatentransformation vom N,,..-Koordinatensystem zum
M_,,.-Koordinatensystem:

Ly2 = RunLinv,2 (1.38)
mit

Ruyw=|0 -1 0 |. (1.39)
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3. R... = R,...R.., als Kollisionsschritt mit der Prizession R,,.. um d¢ und
der “back repulsion”Prazession R,., um d¢':

rep

(a) Berechnung von J
J=N+Ly, (1.40)

(b) R,... als Prazession von Lj; 2 um M

Las =RpeLin2 (1.41)
mit
cos(0p)  sin(dp) 0
R,...= | —sin(dp) cos(dp) O (1.42)
0 0 1
und
dp = K cos 9. (1.43)
(¢) Berechnung des Drehwinkels d¢’ der “back repulsion” Prézession von
N nach N,.,:
N.,=J—Lugs (1.44)
NN
5y’ = arccos (7“" ) ) (1.45)
N[N, |

Die Darstellung in L wird im Anhang (A.1.2.1) gezeigt.

(d) R,., als Prizession von L um §¢’

Lya=R.,Lys (1.46)
mit
cos(0¢’)  sin(d¢’) 0
R.., = —sin(d¢’) cos(d¢’) 0 |. (1.47)
0 0 1

4. Ry als Koordinatentransformation vom My, .-Koordinatensystem zum
Neore-Koordinatensystem:

Lns = RxuLa (1.48)
mit
0 0 1
Remw=| 0 -1 0 |. (1.49)
-1 0 O

5. Nachster Coulombschritt ...

Die genaue Zusammensetzung der Poincaré-Abbildung ist abhéngig, von der
Position des Elektrons, an der die Untersuchungen stattfindet. In unserem Fall
wahlen wir den Punkt in der Mitte der Kollision . Die verwendete Poincaré-
Abbildung Rp ist somit gegeben als

RP = Rcol/2 RMN RcOul RN]\/I Rcol/2 (150)
und die Darstellung erfolgt im N,..-Koordinatensystem mit

L1 = Ryy Rp Ry Ly, (1.51)
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1.3 Quantenmechanik der Rydberg-Systeme

In diesem Abschnitt behandeln wir das analytisch 16sbare Rydberg-Atom und
das durch die “Multichannel Quantum Defect Theory” (MQDT) beschreibbare
lineare Rydberg-Molekiil. Die MQDT kann als quantenmechanische Poincaré-
Abbildung [5, 4] interpretiert werden, was eine robuste Berechnung der Eigen-
werte und die Interpretation der Phasengeschwindigkeit ermoglicht. Wir ver-
wenden durchgehend die Eigenwerte von v; zur Beschreibung der Zustinde.

1.3.1 Das Rydberg-Atom
1.3.1.1 Quantisierung des Energie-Parameters v;

Die Gesamtenergie des Rydberg-Atoms ist geben als

1
E = BN(N+1)=g55=BJ(J+1)~ 55—
Jn,N

(1.52)
mit der spektroskopischen Grosse B = 1/(2I) (I... Haupttrigheitsmoment
des Kerns [10]), dem Kerndrehimpuls N, der Hauptquantenzahl n € N, dem
Gesamtdrehimpuls J und den Eigenwerte v, y von vy mit vy, n € RT\{0}.
Pro Hauptquantenzahl n gibt es 2L + 1 verschiedene v, y-Werte

n
Vin. N = , 1.53
PN T —2BR2(N(N + 1) — J(J + 1)) (1.53)
da N die Werte [J — L, ..., J + L] annehmen kann. Wir bezeichnen mit
SymN = (\/1 9B (N(N + 1) — J(J + 1)))7 , (1.54)

aufgrund der klassischen Beschreibung, die relative Phasengeschwindigkeit.

1.3.1.2 Eigenfunktionen

Die Eigenfunktionen des Rydberg-Atoms lassen sich allgemein als Produkt eines
Radialanteils R und zweier Winkelanteile ©, ® schreiben [13]

U= R(T)@lm (G)ém(gb)a (155)

mit r als Abstand, 6 als Polar- und ¢ als Azimutwinkel des Drehimpulses L, mit
Betrag [, des Elektrons und Projektion m von L auf N als Polarachse.

Wir interessieren uns nur fiir den Winkelanteil der Wellenfunktion, da die
klassische Poincaré-Abbildung den radialen Anteil der Orbits nicht beschreibt.
Die Losungen fiir die Bewegung in einem kugelsymmetrischen Potential sind
gegeben durch

g [ @U+1) (1 —m)!
— (—ymit, ¢ P 1.
Oun = (—1)™4 \/ > Utmil (cosb) (1.56)
mit P/"(cos @) als zugeordnete LEGENDREsche Polynome und
1
®,,(p) = emo, (1.57)
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Die Projektion m wird als magnetische Quantenzahl bezeichnet. Damit die
Funktion ® eindeutig ist, muss sie in ¢ mit der Periode 27 periodisch sein.
Dies fiihrt dazu, dass m nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Die Funktion
O schrinkt die moglichen Werte auf m = —I[, ..., +1 ein.

Da wir N als Polarachse verwenden, entspricht die Projektion m von L auf
N, dem klassischen L cosa. Somit gilt ¢ = o und wir haben

() = \/LQ_We”W. (1.58)

Die Quantenmechanik erlaubt keine Aussage {iber die Richtung von L, wes-
halb man sich L auf einem Kegel liegend vorstellen kann [14]. Da die Richtung
von L unbestimmt ist, konnen wir uns auch in einem um N rotierenden Koor-
dinatensystem befinden. Somit kommt hier unser N,..-Koordinatensystem aus
dem klassischen Modell als Bezugssystem in Frage.

1.3.2 Das lineare Rydberg-Molekiil

Die Grundeigenschaften des lineare Rydberg-Molekiils haben wir schon in der
klassischen Beschreibung behandelt. Wir betrachten nur gebundene Zusténde,
weswegen die Wechselwirkung als “gebundene Streuung” interpretiert wird. Die
Abweichung vom Coulombpotential erzeugt Defekte in den Quantenzahlen, so-
genannte Quantendefekte p, welche mit eine Phasenverschiebung einhergehen.
Wir benutzten diese Quantendefekte als Parameter fiir die Kopplungstirke. Die
“Quantum Defect Theory” (QDT) ist die Grundlage der MQDT zur Beschrei-
bung des Rydberg-Molekiils, weswegen wir mit der QDT beginnen und ansch-
liessend die MQDT besprechen werden.

1.3.2.1 Quantendefekt Theorie (QDT)

Die Quantendefekt Theorie (QDT) wird hiufig zur Berechnung der Energien von
Rydberg-Systemen verwendet. Die Grundannahme ist, dass das Elektron sich in
zwel Regionen mit verschiedenen physikalischen Situationen aufhilt. Wir benut-
zen den klassischen Ansatz der Region A (Kollision) und B (Coulombschritt).
Die Hauptidee ist, dass es eine Wellenfunktion fiir die kernnahe und eine fiir
die kernferne Region gibt, welche an der Grenze der beiden Regionen durch
eine entsprechende Phase miteinander verkniipft werden. Dabei wird angenom-
men, dass das Rydberg-Elektron in der kernnahen Region eine Streuung erféhrt
und somit eine Streuphase erhélt. Im Fall eines gebundenen Systems fiihrt die
Streuphase zu einem Quantendefekt. Die QDT befasst sich nur mit der dusseren
Region und erstellt dort eine Wellenfunktion als Linearkombination von Cou-
lombfunktionen. Im Fall der QDT gibt es nur einen moglichen Zustand, wihrend
die Multichannel QDT mehrere Zustinde bzw. Kanéle ermoglich.
Die folgenden Punkte kennzeichnen die Entstehunggeschichte der QDT :

o Balmer [15] publizierte 1885 seine Formel fiir die Wellenléinge der Wasser-
stofflinien. In dieser Formel (1.59, links) ist eine natiirliche Zahl n enthal-
ten, welche spéter als Hauptquantenzahl n bekannt wurde.

e Rydberg [16] publizierte 1889 seine Formel (1.59, rechts) fiir die Spek-
tralserie von Akalimetallen. In dieser Formel ist n durch (n — u) ersetzt,
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mit p als Quantendefekt, welcher die von “+1” abweichende Ladung des
Atomsrumpfs (Kern und kernnahe Elektronen) beriicksichtigt.
1

1
E=— F=—" " 1.
omz 2(n — p)? (1:59)

e Bohr [17] leitete 1913 Balmers Formel aus der klassischen Mechanik mit
Hilfe von Quantisierungsbedingungen her.

e Sommerfeld [18] zeigte 1916, dass fiir Alkaliatome die geschlossenen ellip-
tischen Orbits der Bohr-Theorie durch prazisierende Orbits ersetzt werden
kénnen und dass p proportional zur Prizessionsrate ist.

e Hatree [19] publizierte 1928 eine Theorie des Quantendefekts basierend
auf der modernen Quantenmechanik und legte die Grundlagen fiir alle
nachfolgenden Arbeiten iiber die QDT.

Hatree’s Publikation enthilt eine Analyse der mathematischen Eigenschaf-
ten der Coulombfunktionen, welche die Bewegung eines Teilchens in einem Cou-
lombpotential beschreiben. Ausgangspunkt ist dabei die radiale Schrodingerglei-
chung in Hatree Einheiten (e =m = h = 1)

{% <d_2 _ l(”l)) V() E]] W(E, 1) =0 (1.60)

dr? 72

mit der Gesamtenergie F, dem Potential V (r) und dem Drehimpuls [. Wir be-
trachten nun ein atomares oder molekulares Rydbergsystem mit (N + 1) Elek-
tronen. Der Kern mit Ladung Z ist durch eine sphéarisch-symmetrische Durch-
schnittsladung der N Kernelektronen abgeschirmt. Ist der Abstand » vom Kern
gross genug, so wird die maximal moégliche Abschirmung des Kerns durch die
Kernelektronen erreicht, d.h. der Kern besitzt nur noch eine positive Ladung
von +1, und das Potential ist gegeben durch V(r) = —Z/r mit Z = Zy — N.
Wir nehmen an, dass

e ein Radius 7y definiert werden kann, ab dem der Kern die maximal md6g-
liche Abschirmung erreicht,

e die Wechselwirkungen zwischen allen Teilchen des Systems nur in der in-
neren Region (r < rg, Region A) stattfinden,

e nur ein Elektron sich in der dusseren Region (r > rg, Region B) befinden
kann,

e dass das Elektron in der dusseren Region sich in einem einfachen Cou-
lombpotential bewegt.

Die Gleichung (1.60) besitzt fiir gebundenen Zustinde Losungen fiir beide Re-
gionen:

U (E)... Wellenfunktion fiir die innere Region,

- ¥;(E)=0 fir 7 — 0, und gebunden fiir alle r < ro,

- ist fiir kleine r eine langsam verdnderliche Funktion der Gesamtener-
gie I.
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Uo(E)... Wellenfunktion fiir die dussere Region,

- Uo(E)=0 fiir r— oo,
- ist das Produkt aus Wellenfunktion 1), (E;) fiir die N Kernelektronen
und der Wellenfunktion des dusseren Elektrons ¢;(e;).

- FE; bezeichnet die Energie der Targets und e; die des dusseren Elek-
tromns,

- 1; werden auch Targetfuktionen des Kanals i genannt.

- Kanile sind offen fiir e; > 0 und geschlossen fiir e; < 0.

- jeder Kanal ¢ kann als Kombination zweier linear unabhéngigen Cou-
lombfunktionen entwickelt werden.

Wir transformieren die radiale Schrodinger Gleichung (1.60) zu

2 1(l+1) 2
T - v = 0. 1.61
(dp2 7 + ; +e (1.61)
mittels den Z-skalierten Variablen
me? K2 2F
und definieren
1
€=k fire>0 , e=——= fiir € < 0. (1.63)
202

Das v wird auch als effektive Quantenzahl bezeichnet. Die Hatree-Einheit ver-
einfacht die radiale Variable zu r = p/Z und die Energie zu E = ¢Z?/2.

Wir betrachten nun ein Elektron in der dusseren Region (r > ry) und neh-
men an, dass das Potential V (r) fiir > ro einem Coulombpotential v(r) ent-
spricht. Das Potential V' (r) bedingt nun eine Funktion F(e,[; p), welche regular
am Ursprung ist und fiir > r( sich als lineare Kombination von Coulombfunk-
tionen beschreiben lésst. Die reguldre Coulombfunktion, welche am Ursprung
beschrankt ist, bezeichnen wir mit s(e,[; p). Die irreguldre Coulombfunktion
wird mit c(e,l; p) bezeichnet und ist am Ursprung unbeschrankt. Die Funktion
F; wurde von Hatree als

F1 = s(e,1; p) cos(mp) + c(e,1; p) sin(mp) fiir r > 7o, (1.64)

mit dem Quantendefekt ;o definiert. Es hat sich jedoch eingebiirgert eine nor-
mierte Funktion F

F
F(e l;p) = m = s(e, 5 p) + K(e,l)c(e, 1; p) fiir r > ro, (1.65)
mit K (e, 1) als Reaktionsmatrix, zu verwenden. K ist dann gegeben als

K(e, 1) = tan(mp(e, 1)) (1.66)

und definiert den Quantendefekt (e, ) als kontinuierliche Funktion von e. Im
Fall der QDT ist K eine 1-1 Matrix. Fiir gebundene Zustinde mit den Energien
€ = —1/1v2, n € N haben wir

vn =n — pu(el). (1.67)

Somit haben wir F' als Losung Wo(E,r) fiir die dussere Region. Die Koeffi-
zienten werden aus dem asymptotischen Verhalten fiir grosse r bestimmt.
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1.3.2.2 Anwendung der QDT auf Molekiile (MQDT)

Rydbergzustéinde werden auch in Molekiilen beobachtet, wobei zweiatomige Mo-
lekiile eine grosse Anzahl solcher Zustdnde aufweisen. Die Informationen betref-
fend dreiatomiger Molekiile sind noch begrenzt, wihrend in mehratomigen Mole-
kiilen die Rotations-Vibrationsstruktur so dicht ist, dass die Rydbergstrukturen
meist vollstdndig iiberdeckt werden.

Das Hauptanliegen der Anwendung der MQDT auf Molekiile ist die erfolgrei-
che quantitative Behandlung der Kopplung zwischen Molekiilrumpf, kurz Kern
bzw. Kernion genannt, und Elektronenbewegung. Fano initiierte diese Entwick-
lung mit seiner fundamentalen Publikation [2], welche das rotierende, lineare
Rydberg-Molekiil Hy behandelt. Er zeigte, dass die Koordinatentransformati-
onsmethode der Elektron-Molekiilstreuung fiir die Kombination mit der MQDT
ideal geeignet ist. Aufgrund der Born-Oppenheimer-Approximation erfolgt bei
der Kollision nur elektronische Anregung und der Kern bleibt unberiihrt. Erst
wenn das Elektron die Molekiilregion verldsst, wird die Verdnderungen der
Rotations- und Vibrations-Quantenzahlen des Kern induziert. Dieser Ubergang
vom Rydberg-gekoppelten zum Rydberg-ungekoppelten Regime ist hauptsich-
lich geometrischer Natur und kann in den meisten Fallen a priori und analytisch
behandelt werden. Die Elemente der Elektron-Kernion-Reaktionsmatrix K kann

demgemiss als
N

K;; = Z Uso tan g Ulj. (1.68)
a=1
geschrieben werden [20], wobei N die Anzahl Kanile (N = N.+ N,, c... ge-
schlossene, o. .. offene) ist. U ist die unitire Eigenvektormatrix von K und die
tanmu, sind die N Eigenwerte. Ist die Struktur der Zustinde des ionischen
Kerns dicht
AFEcore << 1 (in Rydbergenergien), (1.69)

dann kann die Eigenvektormatrix U gleichgesetzt werden mit der Koordina-
tentransformationsmatrix. Die N so genannten Eigenquantendefekte p, oder
Eigenphasenverschiebungen 7, sind im molekiilbezogenen Koordinatensystem
definiert.

Eines der Vorteile dieses Konzepts ist es, dass die Anzahl der “dynamischen”
Parameter in einem spezifischen molekularen Rydbergproblem stark reduziert
werden und gleich der Anzahl N der Quantendefekte p,, ist, verglichen mit der
Anzahl N(N —1)/2 der unabhéngigen Elemente der “geometrischen” Koordina-
tentransformation U.

1.3.2.3 MQDT des linearen Rydberg-Molekiils

Wir betrachten nur die Kernrotation-Elektron Kopplung und folgen hier dem
fundamentalen Ansatz von Fano [2], fiir das zylindrische Wasserstoffmolekiil Hy,
welcher auf der Arbeit von Seaton [21] basiert.

Wie bereits besprochen, geht die Quanten Defekt Theorie (QDT) von der
Idee aus, dass das angeregten Elektron zwei Regionen mit verschiedenen physi-
kalischen Situationen spiirt. Die Wellenfunktion des angeregten Elektrons iiber-
deckt eine Region (A, innere, Kollision) mit geringem Abstand vom Kern und
eine in grossem Abstand (B, dussere, Coulombpotential). Fano gibt fiir das Was-
serstoffmolekiil Hj die Region A mit 7 < 5A und Region B r > 50A an. Der
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Gesamtdrehimpuls J ist konstant und wir vernachldssigen den Spin des Elek-
trons und der Atomkerne. Die physikalische Situation ist fiir Region

(A) Wiéhrend der Kollision rotiert das Molekiil nicht und besitzt folglich keinen

definierten Wert des Quadrats des Drehimpulses. In der Molekularphysik
ist es {iblich, aufgrund der viel geringeren Masse des Elektrons, von ei-
ner instantanen Reaktion der Elektronen auf Verdnderungen des Molekiils
auszugehen. Weiter ist die Energie des angeregten Elektrons viel grosser
als die der Kernrotation, was zur Born-Oppenheimer Faktorisierung der
Wellenfunktion des Molekiils fiihrt. Die Bewegung des Elektrons koppelt
mit der Molekiilachse M, wobei das Quadrat der Projektion A% = (LM)?
eine Konstante der Bewegung ist und zu Hund’s Fall (d) [10] fithrt. Durch
die Anderung des Drehimpulses des Elektrons erfolgt ein Energieaustausch
zwischen Elektron und Molekiil.

(B) Das Elektron spiirt nur das Coulombpotential und tauscht keine Energie

mit dem Molekiil aus. Das Quadrat des Elektrondrehimpulses L2 und des
Kerndrehimpulses N? sind Konstanten der Bewegung und es liegt Hund’s
Fall (b) [10] vor. Die Gesamtenergie E des Systems ist gegeben als

R
E=BN(N +1)+ —, (1.70)
VN

wobei wir elektronische und Vibrationsenergie des Molekiils unberiicksich-
tigt lassen und die Rydbergenergie R = 0.5 in Atomeinheiten verwenden.
Die Elektronenenergie ist die Gesamtenergie minus die Rotationsenergie
des Kerns und kann (2L + 1) mogliche Werte annehmen, abhingig vom
Wert von N. Die Gleichung (1.70) definiert die N-abhéngige Hauptquan-
tenzahl vy des Rydberg-Elektrons als Funktion der Gesamtenergie. Diese
Quantenzahl muss keine natiirliche Zahl mehr sein, sondern ist positiv und
reelle.

Die Komplexitit des beobachteten Spektrums resultiert aus diesen zwei Situa-
tionen, kann aber durch verschiedene Umsténde vereinfacht werden.

i

ii.

Die anisotrope Wechselwirkung des Elektrons mit dem Molekiil erfolgt
nur in Region A und beeinflusst die Wellenfunktion des Elektrons fiir
die dussere Region nur durch die Angabe der Paritit, der Drehimpuls-
quantenzahlen und durch Randbedingungen auf einer Oberfliche um den
Kern herum. Diese Randbedingungen werden durch die Quantendefekt-
Parameter py definiert, welche unter den selben Bedingungen praktisch
konstant sind. Die anisotrope Wechselwirkung wird einzig durch diese Pa-
rameter repriasentiert, da ausserhalb der Grenzefliche, auf der ;7 definiert
ist, ein Coulombpotential angenommen wird.

Die Struktur des hochaufgelosten Spektrum an der Ionisationsschwelle
wird durch die Eigenschaften der Wellenfunktion des angeregten Elektrons
in der Region ausserhalb des Kerns bestimmt. In dieser Region spiirt das
Elektron nur eine Coulombanziehung. Diese Region umfasst den dusseren
Teil der Region A, die ganze Region B und den Ubergangsbereich von A
nach B. Da das Hauptanliegen der QDT die Beschreibung des Spektrums
ist, befasst sie sich nur mit den Wellenfunktionen ausserhalb der Kerns.
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iii. Der radiale Anteil der Wellenfunktion ist analytisch bekannt, da das zen-
trale Coulombfeld in dem Bereich vom dussere Teil der Region A bis in die
Unendlichkeit dominiert. Daher unterscheiden sich die Wellenfunktionen
fiir die Region A und B nur durch ihre Winkelanteile, welche ebenfalls
bekannt und durch eine (2L + 1) x (2L + 1) orthogonale Transformation
verkniipft sind. Die Transformation verkniipft die relevanten Eigenzustin-
de von A? mit denen von N2.

Auf Basis dieser Gesichtspunkte kénnen wir das folgende Bild des angeregten
Elektrons entwerfen. Der Grossteil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek-
trons liegt in der Region B. In dieser Region gehort das Elektron zu einem
der (2L + 1) Zustinde bzw . Kanile. Ubergiinge zwischen diesen ist insofern
moglich, da das Elektron in die verhéltnismassig kleine Region A eindringt und
mit dem anisotropen Potential des Kerns wechselwirkt. Wir kénnen somit den
Ubergang zwischen den Kanilen als Resultat einer kurzreichweitige Streuung
betrachten. Die MQDT wird daher mit Reaktionsmatrizen der Kollisionstheorie
beschrieben.

Ubergang zwischen Eigenzustinden von A? und N? Die Eigenvekto-
ren von A? und N? bilden je (2L + 1) Zustéinde. Diese Eigenvektoren werden
durch eine unitdre, (2L + 1) x (2L + 1) Transformationsmatrix Uy, mitein-
ander verkniipft. Wir berechnen Uy, =< N|A > als Uberlagerungsintegral
der Eigenvektoren |N > und |A >. Diese Wellenfunktionen sind abhingig von
der Orientierung des Molekiilachse M = (6, ¢) und des Richtungsvektors r des
Elektrons. Der Vektor r hat die Winkel (¢, ) in einem Laborkoordinatensystem
oder (¢,¢’) in einem Molekiilkoordinatensystem. Das Molekiilkoordinatensys-
tem, mit M als polare Achse, wird durch drei hintereinander ausgefiithrten Dre-
hungen mit den Eulerwinkel (x, 0, ¢) aus dem Laborkoordinatensystem erhalten
[22]. Wir setzten x = 0.

Die Eigenfunktionen von N, giiltig in Region B, werden durch eine Addition
der Drehimpulse der Kernrotation und der Elektronenwellenfunktion erhalten

2]
5N (0, M) = > Vi (9, 0) Vv ar—m (6, ¢)x < Lm, NM — m|LNJM > .

(1.71)
Hier bedeutet Y die Kugelfunktionen, M die totale magnetische Quantenzahl
und < ...,...> steht fiir die Clebsch-Gorden bzw. Wigner-Koeffizienten.
Die Eigenfunktionen von A2, giiltig in Region A, sind

XN =3 Vi (@, )0, (0,0, 0) (1.72)

mit ¥ als Wellenfunktion des symmetrischen Rotors.
Die Wellenfunktionen X und ® sind mittels der orthogonale Matrix Una
durch die Transformationen

XY = Y oMU, (1.73)
N
ol = ZX](\‘;A)UANa (1.74)

A
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miteinander verkniipft, wobei ~ die Transposition bedeutet. Die Transforma-
tion ist eine Koordinatentransformation zwischen Molekiilkoordinatensystem
und Laborkoordinatensystem und die Koeffizienten sind Clebsch-Gorden- bzw.
Wigner-Koeffizienten [5] :

UED = (LINO|L — ATA)Y(—1)7+2(2 = 650) 2. (1.75)

Wellenfunktion des Kern-Elektron-Systems Unser Problem betrifft die
Bewegung des Elektrons ausserhalb des Molekiils, wahrend dem das Molekiil ro-
tiert. Dieses kombinierte System stellen wir als Uberlagerung von Produkten aus
Winkelfunktionen (X oder ®) und radialen Coulombfunktionen des Elektrons
dar. Durch die Randbedingungen auf einer Kugeloberfliche mit dem Molekiil
als Zentrum, werden die Wirkungen des Molekiils mit seinen Elektronen auf die
Wellenfunktion beriicksichtigt. Dadurch ist das Fortsetzen der Wellenfunktion
ins Zentrum unnoétig und alle Einfliisse beriicksichtigt.

Im &usseren Bereich von Region A und in der gesamten Region B ist der
Radialanteil F(v,r) eine Linearkombination zweier unabhingiger Standardls-
sungen der radialen Schrédingergleichung:

F(v,r) = f(v,r)cos(mpupr) — g(v,r) sin(mua) (1.76)

wie aus der QDT folgt. Dabei ist v die effektive Quantenzahl des Elektrons de-
finiert durch die Elektronenenergie ¢ = —1/(2v2) und u, ist der Quantendefekt
als semiempirischer Parameter. Fiir die Region

(A) betrachten wir den unrealistische Grenzfall, in dem das Molekiil stillsteht,
somit keine Rotationsenergie hat (B = 0) und A eine “gute” Quantenzahl
ist. Wir haben dann

UA(R,r,7) = X](\jA)(R, v)[f(v,r)cosmua — g(v,r)sinmup]  (1.77)

mit dem Winkelanteil X aus Gleichung (1.72), dem Radialanteil aus Glei-
chung (1.76) .

(B) ist N eine “gute” Quantenzahl und die Wellenfunktion ist gegeben als
Un(Ror,r) = Y (@ R)[f vy, ren — glow,r)dn]. (L78)

mit dem Winkelanteil @%’N)(r, R) aus Gleichung (1.71). Die Koeffizienten
¢ und d miissen noch durch die Randbedinungen auf der Flache zwischen
Region A und B bestimmt werden. Die effektive Quantenzahl v hangt mit
der gemessenen Elektronenenergie zusammen und erhélt den Index NV, da
N definiert ist.

Die Wellenfunktion des Molekiil-Elektron-Systems fiir das Elektron ausser-
halb des Molekiils, ist gegeben als

U(R,r,r) = ZXI(V'[]A)(R,r)[f(V,r)COSWuA—g(y,r)sinmu\] (1.79)
A
= Y Y oV R) (1.80)
A N

X[f(vn,7)Una cosmup — g(vn, r)Una sinwup]Aa.
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Dabei beginnen wir von Innen her und bilden die Superposition von ¥,. Da
der Radialanteil nur eine Phasenverschiebung erhilt und wir den Winkelan-
teil X](\jA) durch @%N) ausdriicken kénnen, erhalten wir Gleichung (1.80). Die
Koeffizienten A, miissen noch durch die Randbedingungen fiir r — oo be-
stimmt werden. Die A, konnen als Koeffizienten der Wellenfunktion des dus-
seren Elektrons in der Born-Oppenheimer Basis betrachtet werden. Gleichung
(1.80) kann als Superposition von ¥y (1.78) mit ¢y = >, Una cosmuprAa und
dy =Y., Unasinmup Ay interpretiert werden.

Bestimmung der Energieniveaus Die Bestimmung der Energieniveaus ist
primdr vom asymptotischen Verhalten (r — oo) von f(v,r) und g(v,r) abhin-
gig. Fiir gebundene Zustéinde (e = —1/(2v?) < 0) verwenden wir exponentiell
wachsende bzw. verschwindende Komponenten (v, ) und v(v,r) und erhalten
[21, 2]

fw,r) —  w(y,r)sinmv —v(v,r)cosmy, firr — oo (1.81)

glv,r) = —u(v,r)cosmv —v(v,r)sinmy, fiir r — oo. (1.82)
Somit kénnen zwei Falle behandelt werden:

Sphirisch-symmetrischer Kern Wir setzen die asymptotischen Formen des
Radialanteils (1.81) und (1.82) in (1.77) und erhalten fiir r — oo

Uy = XI(V';A) [u(v,r)sinm(v + pp) — vy, r) cosm(v + pp)l. (1.83)

Die Energieniveaus €, 5 werden nun durch die Bedingung bestimmt, dass
W, endlich bleibt fiir r — oo. Dies bedeutet, dass der Koeffizient des
exponentiell ansteigenden (v, r) verschwinden muss. Somit erhalten wir
die Formel der Rydbergserie

sinm(v 4 pa) =0, vna =1 — pa, €nn = —1/2(n — pp)?. (1.84)

Zylinder-symmetrischer Kern Wir setzen in Gleichung (1.80) die asympto-
tischen Formen (1.81) und(1.82) von f und ¢ ein, wobei v nun von N
abhéngt und als vy geschrieben wird, und erhalten

U(R,r,r) — Z @%N){U(I/N, r) Z Unasin(vy + pp)Aa
N A

—v(vn,T) Z Unacosm(vy + pa)Ap}, fiir r — oo, (1.85)
A

In diesem Fall muss der Koeffizient von u(vn,r) ebenfalls gleich Null ge-
setzt werden. Um die Energieniveaus zu bestimmen, miissen wir die Ei-
genwerte der nicht symmetrische Matrix

det {Unasin(m(vy + pa))} =0 (1.86)

mit € = —1/(2v%) bestimmen. Dabei sind alle Elemente der Matrix selber
von der Energie durch vy (E) abhingig. Traditionell wird eine LU- oder
NSVD-Methode mit anschliessender Nullstellensuche [3, 23] angewandt.
Wir benutzen jedoch die Methode aus den Verdffentlichungen [4, 5], welche
die MQDT als quantenmechanische Poincaré-Abbildung interpretiert und
daraus eine effiziente Berechnung des Eigenwerte erzeugt.
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Anstelle der Eigenwerte in vy benutzen wir die Eigenwerte in v; zur Darstellung
der Ergebnisse.

Der nichsten Abschnitt behandelt die Interpretation der MQDT als quan-
tenmechanische Poincaré-Abbildung.

1.3.2.4 MQDT als quantenmechanische Poincaré-Abbildung (QPM)

Anstatt Gleichung (1.86) zu l6sen, interpretieren wir die MQDT als quanten-
mechanische Poincaré-Abbildung [4, 5] und 16sen die resultierende Eigenphasen-
Gleichungen. Wir definieren

S = Unpsin(n(pa + vn)) (1.87)
wobei S fiir Sinus steht und nicht fiir die Streumatrix. Somit haben wir
S|A(6)) =0 (1.88)

mit den Eigenkets |A(¢)) von § in der Born-Oppenheimer Basis A und ¢ als
Kanal (elektronischer Drehimpuls). Der entscheidende Schritt ist nun die In-
terpretation von S als den imaginéren Teil einer kompleren, unitdren Matrix

&

€=C+i8 = {Dn explim(un +vv))} (1.89)
Die Trennung des realen und imaginéren Teils mittels der unitdren Relation
EE=C-18H(C+iS) =1 (1.90)
ergibt S
C'c+8's=1 (1.91)
d.h.

cts=38'C. (1.92)
Gleichung (1.92) bedeutet, dass im Falle |A({)) ein Eigenvektor von (1.88) zum

Eigenwert Null ist, so ist |B(¢)) = C|A(¢)) ein Eigenvektor der Transponierten
von S ebenfalls zu Eigenwert Null

St|B(0)) = 0. (1.93)
Die Gleichung (1.89) kann auch als
E=C+iS= {UNA cos(m(pua 4 vn)) + iUna sin(m(pa + VN))} , (1.94)
geschrieben werden, was die Bedeutung von B klar stellt:

By () =) CnaAx(0) (1.95)
A

Die Matrix C verbindet die Eigenfunktionen des Kanals ¢ zwischen einem mole-
kularen, mit A bezeichneten Koordinatensystem, und einem mit N bezeichneten
Laborkoordinatensystem.

Die nicht symmetrische Matrix £ bildet die A Basis auf die N Basis und
beschreibt eine Bewegung zwischen den Extrema der Ellipsenbahn, zwischen
Apogee und Perihel. Wir kénnen Gleichung (1.89) als Produkt dreier unitérer
Matrizen schreiben:

E= explind) U exp(irj) (1.96)

mit
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fi... der Diagonalmatrix mit den Elementen pp im Molekiilkoordinatensystem,

elm) . als halbe Kollision im Molekiilkoordinatensystem,

U ... als Transformation zwischen dem Molekiilkoordinatensystem und dem La-
borkoordinatensystem,

U ... der Diagonalmatrix mit den Elementen vy im Laborkoordinatensystem,
ei™”) . als halbe Ellipse (Coulomborbit) im Laborkoordinatensystem.

Die Matrix € kann nun in zwei mdglichen Arten mit sich selbst kombiniert
werden, um eine symmetrische, komplexe, unitdre Matrix zu erhalten, welche
einer quantenmechanischen Poincaré-Abbildung entspricht. Wir haben die Ab-
bildungen

£ welche im Born-Oppenheimer A Raum wirkt und eine exakte Quantisie-
rung der Poincaré-Abbildung von der Mitte einer Kollision zur Mitte der
nichsten Kollision im Molekiilkoordinatensystem darstellt.

EE! wirkt im N Raum und entspricht einer Poincaré-Abbildung zwischen dem
aussersten Ellipsenpunkt (apogee) im Laborkoordinatensystem.

Die Matrizen £'€ und £E! entsprechen der T'(E,)-Matrix von Bogomolny
[24] fiir die Quantisierung der Poincaré-Abbildung. Bogomolnys Gleichung fiir
die quantisierte Energie F,, ist

det(1 —T(E,)) = 0. (1.97)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Gesamtsystems resultieren aus dieser
Gleichung. Dies wird ersichtlich, denn mit (1.91,1.92) erhalten wir eine symme-
trische komplexe unitire Matrix £&:

Eté (Ct+iSH(C +1iS)
2 A A IR 1.
[-28tS +2iCtsS, (1.98)
was impliziert, dass wenn S|A,) = 0, dann
ELE|AN) =T]An) (1.99)

Somit sind Losungen von Gleichung (1.88) Eigenvektoren von E'E mit dem
Eigenwert 1. Gleichermassen sind die |By) Eigenvektoren von £ &' mit dem
Eigenwert 1

£E&Y|By) =1|By) (1.100)

Wir erhalten aus (1.99,1.100) die Bestimmungsgleichungen
det(1—E*E) =0, (1.101)

was der Gleichung (1.97) von Bogomolny entspricht.

Der praktische Nutzen von &' € liegt in der Losungsmethode [4]. Der Term
wird diagonalisiert und anschliessend wird nach Nullstellen der Eigenphasen
gesucht, welche monotone Funktionen der Energie sind. Diese Eigenschaft lasst
die Suche im Fall von degenerierten Eigenzustinden viel effizienter werden, als
fiir det S = 0.
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Relative Phasengeschwindigkeit Ausgehend von der Darstellung in Glei-
chung (1.96) und der Annahme, dass die Kollision keine Zeit benttigt, beschreibt
der Ausdruck

exp(i 270) (1.102)

die Bewegung auf der ganzen Ellipse. Bei der Ldsung von £t € ermitteln wir
neben den Eigenwerten auch die Phase 27y . Da wir die Eigenwerte des Energie-
Parameters v; verwenden, miissen wir auch die Eigenphasen in Relation zur
Eigenphase des Energie-Parameters v; setzen. Wir bilden die relative Phase
bzw. relative Phasengeschwindigkeit

2rvy  WN —1/3
- AT

(1.103)

2y wy

zur Basis v; und bezeichnen diese mit §;,,. Somit bilden die 6;,, die Eigen-
werte der relativen Phasengeschwindigkeit §; des klassischen Rydberg-Atoms.
Oder anders ausgedriickt: “Die 65, bilden die Eigenwerte der relativen Periode
des Elektrons auf seiner Bahn beziiglich der Periode des Elektrons auf einer
Bahn mit N = J.”



Kapitel 2

Ergebnisse zu den
Rydberg-Systemen

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an der Parallelitdt der Ergebnisse der
klassischen Mechanik und der Quantenmechanik.

2.1 Ergebnisse zum Rydberg-Atom

Wir besprechen hier die Ergebnisse zum Rydberg-Atom und legen damit die
Basis um das Geschehen im linearen Rydberg-Molekiil zu verstehen.

2.1.1 Ergebnisse zum klassischen Rydberg-Atom

Die Ergebnisse zum klassischen Rydberg-Atom gliedern sich in
e Pol-Fixpunkte und Elektronenenergie,
e v -Linie,
o Windungszahl w und

e “Bewegung der Periodizitdt” in der Poincaré-Abbildung

2.1.1.1 Pol-Fixpunkte und Elektronenenergie

Aufgrund der Geometrie der Poincaré-Fliche besitzt die Poincaré-Abbildung im
Ncore-Koordinatensystem die Pole der Sphére als Fixpunkte fiir alle v;-Werte.
Wir bezeichnen diese speziellen Fixpunkte als Pol-Fixpunkte und bezeichnen
den Pol-Fixpunkt in Richtung NN mit A, den in entgegengesetzter Richtung
mit B. Die Elektronenenergie E. erreicht im Pol-Fixpunkt A ein Maximum,
da N und somit die Rotationsenergie des Kerns minimal ist. Umgekehrt ist E.
minimal im Pol-Fixpunkt B.

2.1.1.2 v -Linie

Die Verteilung von vy als Funktion des Winkels « ist so, dass v; = v(N = J)

im N¢or.-Koordinatensystem nicht bei o = 5 zu liegen kommt. Es ist eine

45
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Verschiebung vorhanden, welche aus der Definition von N (2.2) folgt und in
Abbildung (2.1) sichtbar ist.

U = v (2.1)
V/1+2Bv3(N? — J?)

N = —Lcos(a)+4/J? — L2sin’*(a). (2.2)

Der Winkel v kann mittels des rechtwinkligen Dreiecks im rechten Teil der

L L2

Y Y

Abbildung 2.1: Die Bedingung N? = J?, welche zu vy = v fiihrt, wird nur fiir
einen Winkel v # 7 erfiillt.

Abbildung (2.1) als

L
v = arccos | o (2.3)

berechnet werden. In dieser Arbeit verwenden wir J = 200 und L = 40 und
erhalten daher eine Abweichung von 0.1. Im linearen Rydberg-Molekiil erfolgt
eine Verschiebung dieser v;-Linie in Richtung o = 7, aufgrund der Symmetrie
des anisotropen Potentialanteil des Kerns, als Funktion der Kopplung

In unserem N.,..-Koordinatensystem verwendet die Quantenmechanik N
als Polachse. Die Projektion m von L auf N nimmt nur ganzzahlige Werte an
und wird als magnetische Quantenzahl m bezeichnet. Der Kerndrehimpuls NV
berechnet sich als N = J — m. Die Gleichheit N = J wird aber nur mit m =0
erreicht, was wegen m = Lcos(a) ein o = 5 zur Folge hat. Wir haben also
zwei verschiedene Definitionen fiir die Gleichheit N = J, was einen direkten
Vergleich erschwert.

2.1.1.3 Windungszahl w

Die Poincaré-Abbildung ist 1-periodisch beziiglich der Windungszahl w
w = 2BNvy (2.4)

und die Windungszahl w; = 2B.Jv3 liegt, aus obigem Grund, nicht bei oo = 3.
w-Verteilung Abbildung (2.2) zeigt die w-Verteilung als Funktion von v;. Die
Darstellung der w-Verteilung beziiglich « zeigt einen stirkeren Effekt als die be-
ziiglich der Projektion m = Lcosa. Es ist ein klarer Wechsel des Gradienten
in der Verteilung sichtbar. Die w-Verteilung ist in einem Ubergangsbereich da-
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Abbildung 2.2: Windungszahlverteilungen w fiir feste V.]—Werte. Der Gradien-
tenwechsel in der Verteilung ist klar sichtbar. Es gibt ein Ubergangsbereich in

dem das Maximum nicht an den Polen liegt.
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Abbildung 2.3: 1-periodische Darstellung der

w-Verteilung beziiglich a. Der Gra-

dientenwechsel, der Ubergangsbereich mit maximalem w zwischen den Polen und
das “Umwinden der Sphire” sind gut sichtbar. Fiir w; = 7.4 existiert der Wert

0.5 dreimal (w = & mit n = 13,15,17).
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durch gekennzeichnet, dass das Maximum nicht an den Polen liegt und daher
der gleichen w-Wert fiir zwei Winkel resultiert. Das Maximum der w-Verteilung
startet bei w; = 2 vom Pol-Fixpunkt B (o = m) und lauft bei wy = 4 am
Pol-Fixpunkt A (a = 0) ein. Das Vorhandensein gleicher w-Werte fiir zwei ver-
schiedene Winkel « bedeutet, dass es zwei Orbits mit gleichem periodischen
Verhalten gibt. Somit unterscheiden sie sich nicht betreffend der Anzahl Durch-
stosspunkte s durch die Poincaré-Flache und Anzahl Umlédufe » um den Kern.
Die Verteilung der Elektronenenergie und der Rotationsenergie des Kerns ist so,
dass sich das Elektron betreffend der Kernrotation gleichverhélt, obwohl seine
Energie unterschiedlich ist. Dies hingt mit der Verdnderung des Kerndrehim-
pulses zusammen. In der (w modulo 1)-Darstellung in Abbildung (2.3) ist diese
Situation besser erkennbar. Im Fall w; = 3.1 (rechts oben) besitzen zwei Orbits
(1 = 1, ag = 2.5) das gleiche periodische Verhalten, wobei das Elektron des
Orbits mit «; eine héhere Energie besitzt als das Elektron mit as.

w-Verteilung “umwickelt” die Sphire FErhohen wir v; weiter, so windet
sich die w-Verteilung um die Sphére herum. Dies hat fiir die 1-periodische Dar-
stellung zur Folge, dass die gleichen (w modulo 1)-Werte fiir verschieden Winkel
auftauchen. In der Abbildung (2.3) rechts unten ist zusehen, dass bei w; = 7.4
fiir drei verschiedene Winkel « der gleiche (w modulo 1)-Werte existiert. Wir
haben gesehen, dass sich die rationalen Zahlen als Fareybaum darstellen las-
sen und dass sich diese Muster mit der Periode 1 wiederholt. Somit tritt das
Muster des Fareybaums, fiir den Fall w; = 7.4, im Bereich w = 0.25...0.5
dreimal in Erscheinung. Wir haben dreimal Orbits mit gleichem periodischen
Verhalten (w = ) betreffend der Anzahl Durchstosspunkte durch die Poincaré-
Flache. Die drei Situationen unterscheiden sich bei der Anzahl Umrundungen »
des Elektrons betreffen dem Kern bis sich der Orbit schliesst. Wir beachten nun
die Energieverteilung des Elektrons (minimal bei @ = 7, maximal bei o = 0)
und dass sich die Periode des Elektrons auf seiner Ellipse nur von der Energie
abhéngt. Eine hohere Elektronenenergie bedeutet, dass das Elektron langer pro
geschlossenen Umlauf unterwegs ist. Daher kann der Kern weiter rotieren, auch
wenn sein Drehimpuls aufgrund der hoheren Elektronenergie kleiner ist.

w-Verteilung im Ionisationslimit Die Windungszahl fiir den Pol-Fixpunkt
A wichst schneller an, als die fiir Pol-Fixpunkt B. Das bedeutet zum Beispiel
fiir wy = 7.4, dass Pol-Fixpunkt A schon zweimal mehr die Grenzew = 2z, z € Z
passiert hat. Mit steigendem v steigt die Anzahl Windungen der w-Verteilung
um die Sphére. Im Grenzfall der Ionisation v; — oo haben wir eine dichte
Wicklung der w-Verteilung vom Pol-Fixpunkt A zum Pol-Fixpunkt B.

Verhalten des Maximums der w-Verteilung Der Wert von v, an dem
zwei Punkte in der w-Verteilung den gleichen Wert besitzen, berechnet sich
durch

() - ! , (2.5)
2B {(Nf —07) - (5e) (V3 - J?)]

die Details sind im Anhang (A.1.1.2). Der Verlauf des Maximums der w-Verteilung
lasst mit der Annahme (abs(N7 — N2) = 1le —9) berechnen und ist in Abbildung
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(2.4) gezeigt. Wir haben fiir den Pol-Fixpunkt B die Situation, in der die Um-

1.0

2.0

Z0 403.0

m
1}
|

40 -z0

Abbildung 2.4: Verlauf des Maximums der w-Verteilung als Funktion von w;.

gebung von einem geringeren w als der Pol-Fixpunkt selbst zu einem grésseren
w wechselt. Das Maximum der w-Verteilung verldsst dabei den Pol-Fixpunkt
B. Erreicht das Maximum der w-Verteilung den Pol-Fixpunkt A, so wechselt
der w-Wert der Umgebung von Pol-Fixpunkt A von einem grisserem zu einem
kleineren, verglichen mit dem w des Pol-Fixpunkts A selbst. Die Situation, in
der die Umgebung eines Fixpunkts die gleiche Windungszahl wie der Fixpunkt
selbst besitzt, ist wichtig fiir den Rydberg-Molekiil-Fall.

2.1.1.4 “Bewegung der Periodizitit” in der Poincaré-Abbildung

Wichtige Bemerkung Die Bahn eines Elektrons ist durch die Elektronen-
energie und dem Drehimpuls des Elektrons gegeben. Das Verhéltnis w (Win-
dungszahl) zwischen der Periode des Elektron auf seiner Keplerbahn und der
Periode der Kernrotation legt das periodische Verhalten der Elektronen-Orbits
fest. Besitzt ein Elektron ein periodisches Verhalten mit der rationalen Win-
dungszahl w = %, so bezeichnen wir den zugehorigen Orbit als s-Orbit.

Betrachten wir einen Punkt P; der Poincaré-Abbildung so gehort er zu ei-
nem Orbit )., ; mit entsprechendem periodischen Verhalten und der Elektro-
nenenergie e;. Verdindern wir den Energie-Parameter v;, so verdndern wir auch
die Elektronenenergie e; — es. Daher gehort der Punkt P; nun zu einem andere
Orbit Q.,,1- Da das Rotationsverhéltnis von der Energie abhéngt, besitzt der
Orbit ), 1 ein anderes periodisches Verhalten als )¢, 1. Nun kann aber ein
anderer Punkt P, in der Poincaré-Fliche das gleiche periodische Verhalten wie
der Orbit )., 1 aufweisen. Dieser Punkt P, gehort zu einem Orbit @), 2, der
einen von ()¢, i-verschiedenen Drehimpuls L besitzt. Somit handelt es sich bei
Qe, 1 und Q, 2 um zwei verschiedene Orbits.

Betrachten wir nur die periodischen Punkte der Poincaré-Abbildung, so wan-
dern diese als Funktion von v; und der w-Verteilung. Dieses Wandern bedeu-
tet aber nicht eine Bewegung der Orbits, sondern das es einen anderen Orbit
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mit gleichem periodischen Verhalten gibt. Wir unterscheiden also zwischen dem
Wandern der s-Punkte und den zugehorigen s-Orbits.

Bewegung der s-Punkte Wir drehen nun die Sichtweise um und fragen uns,
wie sich die Position eines bestimmten periodischen Verhaltens als Funktion von
wy verdndert. Aufgrund des Gradientenwechsels haben wir drei Situationen (Ab-
bildung 2.5). Befindet sich das Maximum von w am Pol-Fixpunkt B, so bewegt
sich ein Punkt mit festem w-Wert mit steigendem v; in Richtung Pol-Fixpunkt
B (links) und befindet sich das Maximum im Pol-Fixpunkt A so bewegen sie sich
der Punkt von Pol-Fixpunkt A nach Pol-Fixpunkt B (rechts). Der interessante
Fall tritt ein, wenn das Maximum zwischen beiden Pol-Fixpunkten liegt. Dann
bewegen sich zwei Punkte mit gleichem periodischen Verhalten, zu je einem
der beiden Pol-Fixpunkten und es entstehen zwei Regionen mit einer dhnlichen
w-Verteilung.

w,=15,16 w,=31,313 w,=51,53

0o
on
oo

15
15
15

30
3.0
3.0

Abbildung 2.5: Bewegung des periodischen Verhaltens mit steigendem v ;.
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2.1.2 Schlussfolgerung

Die wichtigste Bemerkung ist, dass wir in der Poincaré-Abbildung nur das pe-
riodische Verhalten des Elektrons beziiglich dem rotierenden Kern untersuchen.
Gleiches periodisches Verhalten kann fiir verschiedene Elektronenenergien auf-
treten. Dies weil die Kernrotation via Gesamtenergie auch von der Energie des
Elektrons abhingt.
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2.1.3 Ergebnisse zur Quantenmechanik des Rydberg-Atoms

Die Ergebnisse zur Quantenmechanik des Rydberg-Atom gliedern sich in

o Eigenwerte v;,, v von vy vy

Histogram der Eigenwerte v;,, v von vy v

Uberlagerung von Subspektren

Eigenwerte 67, der relative Phasengeschwindigkeit d 5

Eigenwerte vy . m, 0.7nm und die Quantenzahlen n, m

2.1.3.1 Eigenwert v;, y von vy
Die Eigenwerte v, n von vy berechnen sich als

n

V1-2Bn2(N(N +1)—J(J +1))

V.],n,N = (26)

mitn € Nund N € [J—L, J+L]. Mit der Beziehung N = J—mund m € [—L, L]
kénnen wir die Eigenwerte auch durch

n
V1—=2Bn2m (m —1—2J)

(2.7)

Vinm =

ausdriicken. Wir definieren als Subspektrum v;, die Menge aller Eigenwerte
vjn, N fir ein gegebenes n. Subspektren besitzen zwei Eigenschaften:

e Die Differenz zwischen den “zentralen” Eigenwerten v, y—; und
VJn+1,N=J ist immer eins.

e Die Differenz zwischen dem maximalen und minimalen Eigenwert eines
Subspektrums wird grésser mit steigendem n (Abbildung 2.6). Diese Ver-
breiterung des Subspektrums fiihrt zu einer Uberlappung von Subspektren
im Spektrum, da der zentrale Eigenwert mit Avy; = 1 wéchst.

2.1.3.2 Histogram der Eigenwerte v, v von v;

Das Histogram der Eigenwerte v, y mit der Intervallbreite 1 zeigt eine gleich-
méssige Verteilung, wie in Abbildung (2.7) im Bereich v; < 200. Reduzieren
wir die Schrittweite auf ein Viertel, so werden Strukturen sichtbar (Abbildung:
2.7, Bereich v; > 200). Diese Strukturen resultieren aus der Uberlagerung von
Subspektren und bedeuten, dass Eigenwerte v, , fiir verschiedenen Quanten-
zahlen n und m dhnliche Werte annehmen:

Vinm ™ Vjn+An,m+Am mit neN m, An, Am € Z. (2.8)
Abbildung (2.8) zeigt je einen zweistufigen Zoom in die Strukturen bei v; = 1240

und v; = 1820. Es ist ein mehr oder weniger periodisches Muster sichtbar. Im
Fall v; = 1820 ist sogar eine der seltenen Liicke erkennbar.
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Abbildung 2.6: Verbreiterung der Subspektren mit steigendem n
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Abbildung 2.7: Histogram der Eigenwerte v, v von v;. Es sind Strukturen
sichtbar, welche aus der Uberlagerung der v ;,-Subspektren resultieren.
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Abbildung 2.8: Zweistufiger Zoom in zwei Strukturen des v, n-Histrograms.
Das Histogram fiir v; = 1240 zeigt ein mehr oder weniger gut repliziertes Mus-
ter, welches eine erhéhte Anzahl Eigenwerte an der linken Seite aufweist. Das
Histogram fiir v; = 1820 zeigt ein seltene Liicke.

2.1.3.3 fjberlagerung von Subspektren v,

ﬁ—:l-Resonanzen Aufgrund der Quantisierung wird Gleichung (2.8) praktisch
nie erfiillt sein. Um den v j-Bereich zufinden, in dem Gleichung (2.8) erfiillt wird,
erlauben wir ein reelles, positives n (n € RT\{0}). Abbildung (2.9) zeigt in
(v, m)-Darstellung die Situationen fiir An =1,m = —L und Am = (4,3,2,1).
Wir klassifizieren diese Uberlappungen als AA;EL—Resonanzen. Im Fall ﬁ::i = %,
Abbildung (2.9) rechts unten, ist eine klare Haufung erkennbar. Dieser Fall
entspricht den linken Histogrammen in Abbildung (2.8) und erklért die gleich-
massige Wiederholung des Musters. Ebenfalls ist die “Linksorientierung” des
Musters durch eine Haufung der Eigenwerte v, »,, erkennbar. Wir haben die
allgemeine Regel, dass im Falle Am gerade die ﬁ—Resonanzen aus Eigenwerte
Vjn,m mit der gleichen Eigenfunktionssymmetrie bestehen. Was einer Trennung

bzw. Haufung entsprechend der Symmetrie bedeutet.

Was bedeuten nun diese AA:;—Resonanzen? Die Gleichung (2.8) bedeutet,

auf das klassische Elektron in einem Laborkoordinatensystem bezogen, dass es
einen Orbit mit der zu n gehdrigen Periode gibt, bei der sich der Kern mit
dem Drehimpuls N = J — m dreht. Der Energie-Parameter v 4+ An,m+am g€-
hort nun zu einem Orbit im Laborkoordiantensystem, der bei An > 0 zwar
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Abbildung 2.9: Uberlagerung von Subspektren v/, mit An = 1. Die Eigenwerte
Vjn,m sind mit ’|" markiert und die des gleichen Subspektrums mit einer Linie
verbunden. Die Eigenwerte v, ,, mit m, = —L und m,ian = my, + Am
sind fast dquivalent. Im Fall Am = 4 und Am = 2 tritt eine Trennung der
Eigenwerte v, ,», nach geraden und ungeraden m, d.h. nach der Symmetrie der
zugehorigen Eigenfunktionen auf. Eigenfunktionen mit m gerade haben eine
positive Symmetrie, wihrend solche mit m ungerade eine negative Symmetrie
besitzen.

eine langere Periode besitzt, aber, aufgrund von Am > 0, den Kern mit einem
kleineren Drehimpuls rotieren sieht. Betrachten wir die Situation im N,,.-Ko-
ordinatensystem, so besitzen die Elektronen auf den beiden Orbits die gleiche
Energie —1/ (2V3,n,m) und das N,,.-Koordinatensystem rotiert mit der Energie
2BJ?. Somit besitzen beide Systeme die gleiche Gesamtenergie E. Es liegt eine
Resonanz vor, welche im N_,..-Koordinatensystem die Ubereinstimmung der
elektronischen Energie bedeutet.

Im n#chsten Paragraphen fragen wir uns, wie diese Resonanzen beziiglich m
verlaufen, wenn wir n verdndern.

Verlauf der i—’g-Resonanzen Wir fragen nun nach den Wertepaaren (vy, m),
fiir welche die Relation (2.8) mit v; € RT\{0}, m € R,m € [-L,LJund Am € N
erfiillt wird. Abbildung (2.10) zeigt die %— und %—Resona.nzen mit An € N.
Neben der Gradientenverdnderung des Verlaufs fillt der “schnellere Durchlauf

von Resonanzen” im Pol-Fixpunkt A (m = L = 40) beziiglich Pol-Fixpunkt B
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Abbildung 2.10: Auftauchen von {Z-Resonanzen mit n € RT\{0}, m €
[-L,L] € R und An € N. Es ist klar eine Gradientenverinderung erkennbar.
Pol-Fixpunkt A durchliuft mehr und mehr ﬁ—:fl—Resona.nzen mit stetig steigen-
dem vj, wihrend Pol-Fixpunkt B “hinterherhinkt”.

(m = —L = —40) auf. Folgen wir einer bestimmten 42-Resonanz, so bewegt sie

sich fiir v; < 1500 von m = —40 nach m = 40, d.h. vom Pol-Fixpunkt B zum
Pol-Fixpunkt A, wahrend fiir v; > 2000 das umgekehrte Verhalten vorliegt. Im
vj-Bereich 1500...2000 befindet sich das Minimum der “Resonanz-Verteilung”
zwischen den Polen. Dies bedeutet, dass die entsprechende i—’:—Resonanz dort
entsteht und dann zu beiden Pol-Fixpunkten sich bewegt. Was natiirlich nur
moglich ist, wenn sich die i—;’;—Resonanz doppelt bildet. Ein Zusammenhang
mit der Bewegung fester w-Werte im klassischen Rydberg-Atom ist offensicht-
lich.

Im néichsten Paragraphen vergleichen wir nun das Auftauchen der ﬁ—’:—
Resonanzen mit dem v j-Histogram auf der Basis einer v ;-bezogenen Windungs-

zahl wy.

i—fj-Resonanzen und w;-Histogram Wir definieren die Windungszahl w

zum Eigenwerte v, y durch

Winm = 2B\ J(J + 1)V, . (2.9)

Abbildung (2.11) zeigt die Periodizitét des v;-Histograms und den Verlauf der
AA—Z—Resonanzen. Die grossten Strukturen im Histogram korrelieren mit den
%—Resonanzen. Weiter ist auch die Relation zwischen dem Verlauf der ﬁ—
Resonanzen mit Am € N und der Form der Struktur bei w; = 3 im Histogram
klar gegeben.
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Abbildung 2.11: Relation zwischen Strukturen im v;-Histogram und den AA—;EL—
Resonanzen (42,47 &1) mit An € N: Die Periodizitit wird durch w; als a-

Achse gut sichtbar. Die Hauptstrukturen im Histogram korrespondieren mit
den %—Resonanzen. Die Form der Eigenwerthdufung im Histogram bei w; = 3
korreliert mit der Linienform der %—Resonanz.

Die beobachtete Korrelation zwischen den Strukturen im wj-Histogram mit
den ﬁ—f}—Resonanzen legt den Schluss nahe, dass fiir den Fall m = 0 die Bezie-

hung

A
wy =2BJvy = ﬁ (2.10)

gilt. Im klassischen Fall {ibertrégt sich die Kernrotation als Prizessionsbewe-
gung von L um N, d.h. der Orbit rotiert mit der Periode Tny—; = % um den
Kern im N,,..-Koordinatensystem, wihrend das Elektron seinem Orbit mit der
Periode T, = 2mn? folgt, da v; = n gilt. Die Periode des Elektrons ist gleich,
ob wir uns im Laborkoordinatensystem oder im N,,,.-Koordinatensystem be-
finden. Dies bedeutet, dass w; unserer klassischen Windungszahl w entspricht,
wobei auch hier das Problem der unterschiedlichen Definition von N = J auf-
tritt.
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2.1.3.4 Eigenwerte 0, , der relative Phasengeschwindigkeit ¢

Die Eigenwerte 0, der relative Phasengeschwindigkeit §; wurden als

I (\/1 —2Bn2 (N(N +1)— J(J + 1))) (2.11)

= (\/1—2Bn2m(m—172J))_3 (2.12)

definiert. Im Fall des zentralen Eigenwert v, n—o eines Subspektrums erhal-
ten wir eine relative Phasengeschwindigkeit von §7,, =0 = 1. Abbildung (2.12)
zeigt die Eigenwerte 0, ., der relative Phasengeschwindigkeit ¢; als Funkti-
on von vy fiir alle Eigenwerte v, , mit n € [1,1000]. Die Quantenzahl m ist

1.08
L

1.00
L

8

0.495
L

] z0o 400 600 ann 1o00

Abbildung 2.12: Eigenwerte dj,,,, der relative Phasengeschwindigkeit d; als
Funktion von v;. Die zentralen Eigenwerte v, ,n—o besitzen eine Phasenge-
schwindigkeit von Eins.

vom Winkel o abhéngig und somit auch 4, . Dies bedeutet, dass die Pha-
sengeschwindigkeit mit der relativen Lage der Eigenfunktionen auf der Sphére,
beziiglich der Eigenfunktion des zentralen Energie-Parameters im gleichen Sub-
spektrum, korreliert. Diese Verkniipfung mit dem zentralen Eigenwert v, ;m—o
eines Subspektrums wird auch durch die Darstellung der Phasengeschwindigkeit

als
v 3 v 3
5J7n,m _ ( Jn,m ) _ ( .],n,nL) ) (213)
VJjn,m=0 n

sichtbar.
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2.1.3.5 Eigenwerte v, p, 075 m und die Quantenzahlen n,m

Durch das oben Gesagte konnen wir die Hauptquantenzahl n direkt aus v,
und 67, mittels

n = Vinm 7\3/ 5.],n,7n (214)

berechnen. Die magnetischen Quantenzahl m berechnet sich durch

J,n,m
= . 2.15
m 5 (2.15)

(1 + 2J) — \/(1 + 2J)2 - Bu+ (1 - 6§,n,,7rb)

Die Herleitung befindet sich im Anhang (A.2.1.1). Abbildung (2.13) zeigt die
erwartete Situation fiir alle Eigenwerte v/, ,, im Bereich 1...2000. Es existieren
nur ganzzahlige Werte fiir m im Bereich von [—L, ..., L].

1} a00 1000 1500 2000

wy

Abbildung 2.13: Aus v, 1, und 07, berechnete magnetische Quantenzahl m

Diese Berechnungen konnen fiir das lineare Rydberg-Molekiil durchgefiihrt
werden und ergeben dann reelle Zahlen fiir n resp. v und m. Die so erhaltene
magnetische Quantenzahl m stellt einen Mittelwert dar, da die Eigenfunktion
verschiedene Winkel « {iberdecken wird.
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2.1.4 Vergleich mit klassischem Rydberg-Atom

Ein quantitativer Vergleich zwischen klassischer Mechanik und Quantenmecha-
nik scheint aufgrund der verschiedenen Definition fiir den Zustand N = J nicht
machbar zu sein, beziehungsweise birgt einige grundsitzliche Fragen, welche
nicht befriedigend gelost werden konnten. Aus diesem Grund erfolgt hier ein

qualitativer Vergleich, welcher wie folgt aussieht.
Qualitativer Vergleich zwischen klassische Mechanik und Quantenme-
chanik Die Periodizitéat der ﬁ—r’;—Resonanzen in der w; = 2B.Jv3-Darstellung,
mit der Ubereinstimmung der 2-Resonanz (n € N) mit v; = n fir N = J,
nehmen wir zum Anlass die folgende Definition aufzustellen:
An
=—— 2.16
wy = T (216)

wy =2B\/J(J + 1)v5.

verwenden und ausgehend von den AA—Z—Resonanzen ein v; zur Berechnung der

Wobei wir die Beziehung
(2.17)

klassischen w-Verteilung ermitteln.
Abbildung (2.14) zeigt die klassische w-Verteilung mit den quantenmecha-

nischen w;-Werten, welche zu den z-Resonanzen gehéren. Dabei wurden die

m WErSUS )

n

Abbildung 2.14: Vergleich der klassischen w-Verteilung fiir die auftretende 3

Resonanz mit den quantenmechanischen w;-Werten (gestrichelte Linie). Es ist
eine gleichldufige Entwicklung zwischen den AA—Z—Resonanzen bzw. -Resonanzen
und der Dynamik der Orbits in der Poincaré-Flache geméss Abbildung (2.5). Die
maximalen und minimalen Werte der einzelnen Verteilungen sind mit Kreisen

markiert.
Werte fiir das quantenmechanische w; und das klassische w mit der folgenden

Methode ermittelt:

Quantenmechanik :
Ermittle vz, », fir die AA—T’;—Resonanz mit Am = 3 fiir verschiedene m,

d.h.
mit neR; me[-L,+1]. (2.18)

Vinm = Vin+Anm+Am
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Berechne fiir jedes gegebene v, ,, den Wert w; = 2B+/J(J + 1)v3 und
stelle diesen im (w,m)-Diagram dar. Die enstehenden Kurven beschreiben
die Bewegung der AA—Z—Resonanzen.

Klassische Mechanik :
Definiere w; = ﬁ_:fw berechne vy auswy = 2BJ 1/_?}, ermittle die w-Verteilung
und stelle diese im (w, m)-Diagram dar. Die entstehenden Kurven beschrei-
ben die w-Verteilung, d.h. die Dynamik der festen w-Werten verlduft dann
gemiss Abbildung (2.5).

Ein qualitativer Vergleich auf Basis der Annahme wy := ﬁ—gl scheint die Paral-
lelitdt zwischen klassischer w-Verteilung und quantenmechanischen v;-Werten

fiir die AA—Z—Resonanzen zu bestdtigen.

2.1.5 Schlussfolgerung

Die klassische w-Verteilung beschreibt die Position der Orbits aufgrund ihrer
Periode in der Poincaré-Abbildung, wahrend die ﬁ—r’;—Resonanzen die Position
der Resonanzen wiedergibt. Parallelitidten sind erkennbar, jedoch aufgrund des

oben beschriebenen Punktes nicht quantifizierbar.



62 KAPITEL 2. ERGEBNISSE ZU DEN RYDBERG-SYSTEMEN

2.2 Ergebnisse zum lineare Rydberg-Molekiil

Wir besprechen zuerst die Ergebnisse des klassische, linearen Rydberg-Molekiils
und vergleichen diese mit den Ergebnissen der Quantenmechanik des Rydberg-
Atoms. Dadurch wir die Bedeutung der ﬁ—r’;—Resonanzen der Quantenmechanik
fiir das klassische Rydberg-Molekiil deutlich.

Anschliessend erfolgt die Besprechung der Quantenmechanik des Rydberg-
Molekiil , welche unteranderem die KAM-Inseln der klassischen Beschreibung
mit der Verdnderung der relativen Phasengeschwindigkeit ¢; und der ﬁ—Z—Re—
sonanzen in Beziehung setzt.

2.2.1 Ergebnisse zum klassischen, linearen Rydberg-Mo-
lekiil

Die Kopplung zwischen dem Rydberg-Elektron und dem rotierenden, linearen
Molekiil erzeugt Strukturen in der Poincaré-Fliche. Die Pole der Poincaré-
Fliche bilden wieder die Pol-Fixpunkte. Im verwenden N_,,..-Koordinatensys-
tem ist Pol-Fixpunkt A bei a = 0 und Pol-Fixpunkt B bei o = 7 lokalisiert.
Die Pol-Fixpunkte wechseln zwischen einem elliptischen und einem hyperboli-
schen Zustand, abhingig vom Energie-Parameter v; und dem Quantendefekt 1,
als Kopplungsparameter des Elektrons an den anisotropen Potentialanteil. Wir
haben die folgenden Ergebnisse:

e Periodische Orbits und Strukturen in der Poincaré-Abbildung.

Atmendes Chaos

Pol-Fixpunktentwicklung.

Bewegung der periodischen Punkte 1. und 2. Ordnung auf der Poincaré-
Flache

Pol-Fixpunktentwicklung und Ionisationslimit

Der Ubergang vom reguliren in den chaotischen Zustand.

2.2.1.1 Periodische Orbits und Strukturen in der Poincaré-Abbildung

Windungszahl Wie im Abschnitt 1.2.1 Allgemeines Modell (1.2.1) beschrie-
ben, verdndert die Kopplung die w-Verteilung und veranlasst das System zwi-
schen verschiedenen w-Werten zu wechseln. Somit erhélt jeder Orbit eine durch-
schnittliche Windungszahl w.

Periodische Orbits besitzen eine rationale Windungszahlen w = %. Der Nen-
ner s ist gleich der Anzahl verschiedener Positionen in der Poincaré-Fliche, d.h.
die Poincaré-Flache wird s mal durchstossen, wihrend r die Anzahl Umlaufe
des Elektrons um den Kern, bis sich die Bahn schliesst, beschreibt. Wir nennen
den entsprechenden Orbit s-Orbit, wobei elliptische s-Orbits die KAM-Insel-
Zentren bilden und die hyperbolischen s-Orbits die entsprechenden “Enden der
Separatrix”.
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Bewegung der Strukturen Die Bewegungsrichtung in der Poincaré-Flache
mit steigendem v; hingt von v; selbst ab. Im Fall einer Bewegung in Richtung
Pol-Fixpunkt A, liegt eine Position eines elliptischen s-Orbits bei § = 0 und
(8 = m. Im umgekehrten Fall, einer Bewegung zum Pol-Fixpunkt B, liegen die
Positionen bei § = § und 3 = %’T Ausnahmen von dieser Regel werden unten
gezeigt und die generelle Bewegungen in einem spéteren Abschnitt detaillierter
besprochen. Die beobachteten Strukturen hingen vom s des s-Orbits ab. Ist s
gerade, so haben wir s KAM-Inseln in einer Kette. Ist s ungerade so bilden die
elliptischen m-Orbits zwei unabhangige KAM-Insel-Ketten. Abbildung (2.15)

zeigt die Situation fiir einen Bewegung in Richtung Pol-Fixpunkt A.

mnz

Abbildung 2.15: Poincaré-Fliche mit KAM-Inselstrukturen im Falle einer Be-
wegung in Richtung Pol-Fixpunkt A (« = 0). Periodische, elliptische s-Orbits
bilden die KAM-Inselzentren und Ketten. Rechts sind die korrespondierenden
Windungszahlen w = r/s ersichtlich. Die s-Orbits mit geradem s, z.B. w = 3/4,
haben eine Position bei 5 = 0 und g = 7. Wahrend fiir ein ungerades m, z.B.
w = 2/3, sich zwei unabhangige KAM-Inselketten bilden, wobei eine die Position
[ = 0 und die andere $ = 7 inne hat.

Die Ausnahme fiir die §-Position von s-Orbits tritt auf, wenn die “KAM-
Inseln in einer Quell-Linie” und nicht in einem Pol-Fixpunkt “entstehen”. Die
“Quell-Linie” ist Menger aller Punkte {a(wmax)}, fiir jedes [ einen, bei der
(Wmay) der a-Position mit der maximalen Windungszahl w entspricht. Die Ab-
bildung (2.16) zeigt im unteren Teil zwei 4-Orbits mit ihren KAM-Inseln. Die
obere KAM-Insel bewegt sich in Richtung Pol-Fixpunkt A und verschwindet

mit steigendem p, wihrend sich eine um % in (-verschobene KAM-Inselkette
bildet.
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vJ

Abbildung 2.16: Bewegung und “Positionsdnderung” einer KAM-Inselkette eines
4-Orbits mit steigendem v;. Die KAM-Insel bei o« = 2.4 (3 = 0) bewegen sich in
Richtung Pol-Fixpunkt B (o« = 7) wihrend die andere KAM-Insel (« = 2) sich
in Richtung Pol-Fixpunkt A (a = 0) bewegt. Diese zweite KAM-Insel ist um
7 in (3 verschoben. Mit steigendem v; (von links nach rechts) verschwindet die
zweite KAM-Insel und es bildet sich eine Neue an der erwarteten Position fiir
4-Orbits. Das besondere ist nun, dass nicht einfach ein Wechsel von elliptisch zu
hyperbolisch stattfindet, sondern das zwei elliptische 4-Orbits parallel existieren.
Aus den Bildern ist ersichtlich, dass ein hyperbolischer 8-Orbit von 3 = 0 nach

B = % wandert und so die “Verschiebung der KAM-Inseln” ermdglicht.

Kopplungsabhingige Verschiebung der v;-Position In den Ergebnissen
zum klassische Rydberg-Atom haben wir gesehen, dass die Situation N = J
im klassischen Fall nicht bei o = 7 liegt. Weiter haben wir gesehen, dass die
Kollision einer Prézession um die Molekiilachsen entspricht. Diese Prézession
entspricht der Bewegung in Abbildung (1.12) fiir die Poincaré-Abbildung im
N ore-Koordinatensystem und erfolgt um die Zentren (8 = 0,a = 7) bzw.
(3 = m,a = %), da das Molekiil in der Aquatorebene (o = %) liegt und die
Pole die Zentren bilden. Wir betrachten die Auswirkung der Verdnderung der
w-Verteilung durch die Kollision fiir die Positionen 5 = 0 bzw. § = 7. In diesen
Positionen erzeugt die Kollision nur eine zusétzliche Bewegung in 3-Richtung,
welche zu einer Verdnderung der Windungszahl w fiihrt. Abbildung (2.17) zeigt
diese w-Verdnderung schematisch und die Konsequenz auf die Lage der Orbits.
Je nach w-Verteilung tritt eine andere a-Verschiebung der Orbits als Funktion
der Kopplungsstarke p ein. Abbildung (2.18) zeigt eine solche Verschiebung als
Funktion der Kopplung p fiir eine KAM-Insel eines 2-Orbits.
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Abbildung 2.17: w-Verteilung und - Anderung fiir die Position 3 = 0. Linke Ab-
bildungen: Die vj-abhingige wg,-Verteilung fiir das Rydberg-Atom. Rechte
Abbildungen: Die v -abhingige wg,-Verteilung fiir das Rydberg-Molekiil. Die
Kopplung bewirkt eine Verschiebung der a-Position der periodischen Punkte,
da sie eine konstante Windungszahl w besitzen. Je nach wg,-Verteilung findet
eine Verschiebung zum Aquator oo = 7 hin (rechte, obere Abb.) oder von ihm
weg (rechte, untere Abb.).

Abbildung 2.18: Verschiebung eines 2-Orbits als Funktion der Kopplung u (von
links nach rechts zunehmend). Da die Position fiir N = J nicht in der Ebene
a = 7 liegt, erzeugt die Kopplung fiir w; = 2B.J v3 = 0.5, durch die gegebene

wra- Verteilung, eine Verschiebung in Richtung oo = %

3"
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2.2.1.2 Das atmende Chaos

Das System zeigt einen periodischen Wechsel des Anteils an Chaos als Funk-
tion des Energieparameters v; bzw. der Windungszahl w; = 2BJv3. Dieses
periodische Verhalten nennt man “atmendes Chaos” [25].

Lyapunov-Exponent Zur Bestimmung des Chaosanteils wurde der Lyapu-
nov-Exponent A fiir veschiedene Bahnen verwendet. Der Lyapunov-Exponent
beschreibt wie stark zwei benachbarte Punkte in einem dynamischen System
auseinander laufen. Dabei wird dem exponentiell starken Auseinanderlaufen im
chaotischen Fall Rechnung getragen.

e(t) At

~ €

Abbildung 2.19: Veranschaulichung des Lyapunov-Exponenten, welcher den re-
lativen Abstand zweier benachbarter Bahnen als Exponent zur Basis e be-
schreibt.

Der Lyapunov-Exponent wird als Limes der Zeit (¢ — oo) formuliert, um das
Langzeitverhalten einer infinitesimal kleinen Startumgebung (lim., o) zu ana-
lysieren.

A= lim lim ~ln (@) (2.19)

t—oo g9g—0 €0

Lyapunov-Exponent fiir iterative Abbildungen auf einer Sphire Da
sich die Dynamik unseres Systems auf einer Kugeloberfliche abspielt, ist die
implizite Vorraussetzung der obigen Definition, dass sich die Punkte beliebig
weit von einander entfernen kénnen, nicht erfiillt. Der maximal mogliche Ab-
stand ist der halbe Kugelumfang und ist dieser erreicht, so verringert sich der
Abstand wieder. Daher besitzt der Lyapunov Exponent in unserem Fall keinen
Grenzwert und wir bendtigen eine andere Definition.

Als erstes formulieren wir den logarithmischen Term in (2.19) zur Summe
um. Wir legen fest, dass wenn der Abstand e(t) grosser als eine definierte Schran-
ke €., wird, der eine Punkt linear, auf den Startabstand g, an den anderen
Punkt herangezogen wird. Diese Operation nennen wir das ‘Zuriickskalieren”.
Es wird immer der gleiche Punkt zuriickskaliert, der dadurch die untersuchte
Bahn in einem gewissen Abstand “verfolgt” und deswegen als “Ghost” bezeich-
nen werden soll.

g(t 1) > Ehax

&( tz) > &hax

Abbildung 2.20: “Zuriickskalieren” des Ghosts an die untersuchte Bahn.
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Wir summieren nun die Logarithmen der Quotienten aus £(¢;) und dem Startab-
stand €o auf. Dabei ist ¢ der Entwicklungsschritt, an dem der Abstand &(%;)
grosser als €., geworden ist.

Der zweite Schritt der Umformulierung betrifft die Gesamtzeit ¢t bzw. die
durch das Zuriickskalieren erhaltenen Zeitintervalle. Da wir eine iterative Ab-
bildung haben, ersetzen wir die Gesamtzeit ¢ durch die Gesamtanzahl N der
beriicksichtigten Entwicklungsschritte. Die Zeit zwischen zwei hintereinander
ausgefiihrten “Zuriickskalierungen” wird durch die Anzahl der dafiir benétigter
Schritte n; ersetzt. Somit erhalten wir eine Definition des Lyapunov-Exponenten
fiir eine iterative Abbildung mit beschréinktem Wertebereich

1 — En,
= i lim — In{—]. 2.2
A Ngnooa(}E}ONZ n(so) (220)
Hier ist m die Anzahl “Zuriickskalierungen”.

“praktischer” Lyapunov-Exponent Da wir den Limes nie erreichen, defi-
nieren wir einen “praktischen” Lyapunov-Exponenten Ay ., *

1 & En,
ANeo = 37 > I (E) : (2.21)

Der letzte Entwicklungsschritt N wird auch als Zuriickskalierung betrachtet.
Somit ist n,, die Anzahl Schritte zwischen dem letzten “echten” Zuriickskalieren
und dem letzten Entwicklungsschritt N.

Da wir limy_, nicht erreichen, erhalten wir eine Ay .,-Verteilung in der
Orbits mit regulidrem Verhalten auch einen Lyapunov-Exponenten grosser Null
haben. Abbildung (2.21) zeigt ein entsprechendes Histogram und fiir drei aus-
gewahlte Orbits ihre Poincaré-Abbildung. Damit eine Separation in chaotisch
/ mnicht chaotisch erfolgen kann, muss ein kritischern Lyapunov-Exponent A,
definiert werden. Alle Orbits mit Ay ., < A werden als reguldr und alle mit
AN, > Ac als chaotisch deklariert. Der Anteil an Chaos in der Poincaré-
Abbildung wird nun definiert als

Anzahl der Orbits mit Ay ¢, > Ac

_ 2.22
Pchaos Gesamtzahl der Orbits ( )

Abbildung (2.22) zeigt den Chaosanteil als Funktion von w; = 2B.Jv3 fiir den
Bereich wy = 0...10. Die Darstellung in w zeigt die Periodizitit des “atmenden
Chaos”. Der Bereich w; > 4 zeigt den Ubergang des Systems in einen chaotischen
Zustand, wobei auch hier eine periodisch anmutende Schwankung beobachtbar
ist.

Chaosanteil und Windungszahlverteilung Abbildung (2.23) zeigt den
Ubergang in die vornehmlich regulire Zone (w; = 3...4) und anschliessend

Im Anhang (A.1.2.2) erfolgt noch eine detailiertere Besprechung des “praktischen”
Lyapunov-Exponenten Ay ... Wichtig ist, wird der maximale Abstand emax zugross gewéhlt,
so kann es aufgrund der diskreten Abbildung durchaus vorkommen, dass der Quotient kleiner
als Eins wird. Dies sollte jedoch vermieden werden, da sich sonst die Lyapunov Exponenten
A; der einzelnen Schritte gegenseitig ausloschen, mit dem Resultat, dass nicht zwischen einer
chaotischen und reguldren Bewegung unterschieden werden kann.
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Abbildung 2.21: Links ist das Histogram der Ay .,-Verteilung fiir 10’000 Start-
positionen nach N = 10’000 Schritten mit u = 5.00 und gy = 1le~% dargestellt.
Die y-Achse ist auf den Bereich (0. ..150) skaliert und zeigt nicht, dass das ers-
te Segment tiber 3°000 Orbits umfasst. Es sind zwei Haufungen (A < 0.05 und
0.15 < A < 0.25) erkennbar. Der Ubergangsbereich 0.05 < A < 0.15 umfasst nur
eine kleine Anzahl Orbits, verglichen mit der Gesamtanzahl, weshalb die Wahl
des kritischen Lyapunov-Exponenten A, ist unkritisch, wenn geniigend Orbits
beriicksichtigt werden. Fiir drei ausgewihlte Orbits ()\;) sind in der rechten Ab-
bildung die entsprechenden Poincaré-Abbildung zusehen. Dabei entspricht Ay
einem reguldren Orbit (rechte, oberste Abb.), wihrend A3 einem chaotischen
Orbit (rechte, unterste Abb.) entspricht. Der rechten, mittleren Abb. entspricht
X2, welches in der Ubergangsregion des Histrogramms liegt.

0.4 06 08 1.0

0.2

0.0

(D!

Abbildung 2.22: Chaosanteil des Systems fiir 4 = 5.00 und A\, = 0.1 als Funk-
tion von w; = 2BJv3. Im Bereich w; < 3 ist eine Periode von Aw; = 0.5
zwischen reguliren Regionen erkennbar. Im Bereich w; = 3...4 herrscht eine
vornehmlich regulire Situation und im Bereich w; > 4 erfolgt ein Ubergang in
einen chaotischen Situation, mit einer periodisch anmutenden Oszillation.
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in den chaotischen Bereich (w; > 4). Es sind die Windungszahlen fiir den Ryd-
berg-Atom Fall (wg,) und fiir den Rydberg-Molekiil Fall (wg,,) der Positionen
[ = 0,7 angegeben. Die wg,-Verteilung fiir die Positionen § = 0,7 wird am
starksten von der Kollision verdndert (wg,). Alle andern Positionen besitzen
eine Windungszahl zwischen diesen beiden Extremen. Die vornehmlich regulire
Zone ist charakterisiert durch

o

e eine “Quell-Linie” um o = 3, was, aufgrund der w-Verteilung ein doppeltes
Auftreten der periodischen Verhaltens erzeugt. Wobei sich Strukturen zu
beiden Polen bewegen. Abbildung (2.16) zeigt die Quell-Linie bei a =
2.0, 8 = 0 und zwischen den zwei KAM-Inseln.

e cine w-Verteilung, welche nur einen kleinen Bereich der reellen Zahlen
iiberstreicht. Dadurch liegen nur “wenige” rationale Zahlen bis zu einer
bestimmten Farey-Ordnung vor, was ihnen “viel Platz” l4sst,um sich aus-
zupragen, d.h. es bilden sich grosse KAM-Inseln, welche zu einem geringen
Chaosanteil fiihren.

%chaos
£
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0z

£
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W

Abbildung 2.23: Atmendes Chaos und die Windungszahlenverteilung fiir den
Rydberg-Atom-Fall wg, bzw. Rydberg-Molekiil-Fall wgy. Die obere Graphik
zeigt den Chaosanteil als Funktion von w; = 2B.Jv3. Die mittlere Graphik zeigt
die Windungszahlverteilung des Rydberg-Atoms wp 4, welche fiir die speziellen
Positionen 3 = 7, 37“ im Rydberg-Molekiil-Fall gilt. Die untere Graphik zeigt die
Windungszahlverteilung des Rydberg-Molekiil-Falls wry fiir die Positionen g =
0,7 an, an denen wp)s die grosste Abweichung von wr 4 zeigt. Die gestrichelte
Linie zeigt die Position an, an der beide Pol-Fixpunkte (o = 0,7) die gleiche
Windunszahl w besitzen.
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2.2.1.3 Pol-Fixpunktentwicklung

Die beiden Pol-Fixpunkte wechseln zwischen einem elliptischen und hyperboli-
schen Zustand als Funktion von v, fiir ein gegebenes u. Wie schon gesagt, liegt
Pol-Fixpunkt A im Pol auf N in Richtung von N (N = J— L) und Pol-Fixpunkt
B im entgegengesetzten Pol (N = J + L). Abbildung (2.24) zeigt die Entwick-
lungschemen, wobei wir zwischen Schema Evol. 1 und Evol. 2 unterscheiden:

Stimmgabel—-Bifurkation
hyperbolische elliptische

l Volumen—Expansion l

hyperbolisch-------- elliptisch ( 7777777 hyperbolisch

Evol. 2 -« T

Evol. 1

Volumen—Kontraktion T

hyperbolische elliptische
Umkehr—Stimmgabel-Bifurkation

Abbildung 2.24: Schemen der Pol-Fixpunkt-Entwicklung

Evol.1 Das Evolutionsschema 1 beginnt mit einem hyperbolischen Pol-Fixpunkt
und erzeugt durch eine hyperbolische Stimmgabel-Bifurkation (hSB) einen
elliptischen Pol-Fixpunkt. Dabei werden zwei hyperbolische Punkte der
Ordnung s = 1,2 ausgestossen. Dieser Ubergang ist unabhiingig von der
Umgebung des Pol-Fixpunkts. Nach der hSB vergrossert sich das KAM-
Inselvolumen bis eine elliptische Stimmgabel-Bifurkation (eSB) den Pol-
Fixpunkt wieder hyperbolisch werden ldsst und dabei die KAM-Insel zer-
stort. Es werden zwei elliptische Punkte der Ordung s = 1,2 mit ihre
zugehorenden KAM-Inseln ausgestossen. Die eSB ist abhéngt von der Um-
gebung des Pol-Fixpunkts.

Evol.2 Das Evolutionsschema 2 beginnt mit einem hyperbolischen Pol-Fixpunkt
und wechselt durch eine elliptische Umkehr-Stimmgabel-Bifurkation (eUSB)
zu einem elliptischen Pol-Fixpunkt. Dabei werden zwei elliptische Punkte
der Ordnung s = 1,2 mit ihre zugehérenden KAM-Inseln absorbiert. Da-
nach schrumpft das KAM-Inselvolumen bis Null und eine hyperbolische
Umkehr-Stimmgabel-Bifurkation (hUSB) lasst den Pol-Fixpunkt hyper-
bolisch werden. Dabei werden zwei hyperbolische Punkte der Ordnung
s = 1,2 absorbiert. Die eUSB ist von der Umgebung des Pol-Fixpunkts
abhingig im Gegensatz zur hUSB.

Die Pol-Fixpunkte durchlaufen je eines dieser beiden Evolutionsschemen, ab-
héngig von der w-Verteilung. Evolutionsschema 1 liegt vor, wenn die Umgebung
des Pol-Fixpunktes eine kleinere Windungszahl als der Pol-Fixpunkt selbst be-
sitzt. Ist die Windungszahl der Umgebung grosser, so herrscht Evolutionsschema,
2 vor.
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In Abbildung (2.25) ist der Wechsel der Evolutionsschemen in Abhangigkeit
der w-Verteilung dargestellt. Wir bezeichnen die drei verschiedenen Szenarien
als (2-1), (2-2) und (1-2) wobei die erste Zahl fiir das Evolutionsschema des Pol-
Fixpunkt A und die zweite Zahl fiir die des Pol-Fixpunkts B steht. Die Pfeile
zeigen die Bewegungsrichtung der Strukturen mit steigendem v;.

Pol-Fixp. A : Evol.2 Evol. 2 Evol. 1

(o) T ? i
v

Pol-Fixp. B : Evol.1 Evol. 2 Evol. 2

Szenario (A-B) (2-1) (2-2) (1-2)

Abbildung 2.25: Windungszahlverteilung und Entwicklungsschemen der Pol-
Fixpunkte. Wir unterscheiden drei Szenarien, welche mit (A-B) bezeichnet wer-
den. Jeder Buchstabe steht fiir die Nummer des Evolutiuonsschemas des betref-
fenden Pol-Fixpunkts. Die Bewegungsrichtung der Strukturen mit steigendem
vy ist mit Pfeilen markiert.

2.2.1.4 Bewegung der periodischen Punkte 1. und 2. Ordnung auf
der Poincaré-Fliche

Die periodischen Punkte (w = %; r € N) der Ordnung s = 1,2 (1- und 2-
Punkte) sind direkt mit dem Zustandswechsel der Pol-Fixpunkte verkniipft.
Mit steigendem v; durchliuft das System die drei Szenarien

Szenario (2-1) : schematischer Ablauf in Abbildung 2.26

Elliptische 1- und 2-Punkte

e bewegen sich entlang § = 0 bzw. 8 = m vom Pol-Fixpunkt A
zum Pol-Fixpunkt B,

e erzeugen eine €SB in Pol-Fixpunkt B, bei welcher die KAM-Insel
zerfallt,

e erzeugen eine eUSB in Pol-Fixpunkt A, bei welcher sich anschies-
send eine KAM-Insel bildet,

e erhalten durch die Kopplung eine zuséitzliche Windungszahlver-
schiebung dw im vergleich zum Rydberg-Atom Fall.

Hyperbolische 1- und 2-Punkte

e bewegen sich entlang 3 = Z bzw. 8 = 2T vom Pol-Fixpunkt A

2
zum Pol-Fixpunkt B,

e idndernd den Zustand von Pol-Fixpunkt B durch eine hSB von
hyperbolisch nach elliptisch mit einer anschliessenden KAM-Insel-
volumenexpansion,
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o lisst das Volumen der KAM-Insel um Pol-Fixpunkt A auf Null
schrumpfen und wechselt den Zustand des Pol-Fixpunkt A von
elliptisch nach hyperbolisch,

e erhalten keine Windungszahlverschiebung durch die Kopplung,
d.h. sie bewegen sich kopplungsunabhéngig und es gilt wry =
WRA-

Der Hauptunterschied ist die Kopplungsabhingigkeit zwischen elliptischen
und hyperbolische 1- und 2-Punkte. Diese unterschiedliche Abhingigkeit
ist verantwortlich fiir das beobachtete Verhalten der Pol-Fixpunkte, wel-
ches in den Abbildungen (2.28) und (2.29) noch gezeigt wird.

A

E

hyperbolisch
elliptisch

elliptisch
hyperbolisch
elliptisch

i

~|mmmmmmm -

a
)
)
a

b4 3n/2
B

Abbildung 2.26: Bewegung der 1- und 2-Punkte im Szenario (2-1) vom Pol-
Fixpunkt B zum Pol-Fixpunkt A.

Szenario (2-2) : schematischer Ablauf in Figur 2.27. Die Quell-Linie ist sche-
matisch und bezeichnet die hchste Windungszahl in der Poincaré-Fléche.
Die (-Positionen der 1- und 2-Punkte, welche sich zum Pol-Fixpunkt B
bewegen, sind um 7 verschoben. Die Abhéngigkeit der Windungszahl der
1- und 2-Punkte von der Kopplung wechselt. Nun sind die elliptischen
Punkte kopplungsunabhingig, wihrend die hyperbolischen kopplungsab-
héngig sind.

A
4 ‘ 4
o : : Quell-Linie
I T
B 0 /2 n 3n/2 27

B8

Abbildung 2.27: Bewegung der 1- und 2-Punkte im Szenario (2-2) von der Quell-
Linie zum Pol-Fixpunkt A, analog Szenario (2-1), und von der Quell-Linie zum

Pol-Fixpunkt B. Die Bewegung zum Pol-Fixpunkt B ist dabei um 7 in 3 ver-
schoben.

Szenario (1-2) Die Situation ist wie im unteren Teil in Figur (2.27), d.h. alle
1- und 2-Punkte bewegen sich vom Pol-Fixpunkt A nach Pol-Fixpunkt B.
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2.2.1.5 Pol-Fixpunktentwicklung und Tonisationslimit

Bifurkationen eines Pol-Fixpunkt entstehen jedesmal wenn ein 1- oder 2-Punkte

den Pol-Fixpunkt verldsst oder erreicht. Die Kenntnis des Verhaltens der 1- und

2-Punkte erlaubt uns nun eine Berechnung der Energien und Kopplungen bei

denen eine Bifurkation stattfindet. Die Bifurkationen, welche durch die 1- und 2-
s

Punkte auf der Position (8 = %, 37”) ausgelost werden, sind durch die Bedingung

WRA = g reN  mit  wpa=2BNJ? (2.23)

gegeben, wobei fiir Pol-Fixpunkt A: N = J— L und Pol-Fixpunkt B:N = J+ L
gilt. Die Bifurkationen, welche durch die 1- und 2-Punkte auf der Position (3 = 0
bzw. ) ausgelost werden, miissen rekursiv aus der Poincaré-Abbildung ermittelt
werden. Abbildung (2.28) zeigt die bendtigte Kopplung fiir eine Bifurkation als
Funktion von v;.

Abbildung (2.29) zeigt das Zusammenspiel der Pol-Fixpunkte und das “Wan-
dern” einer KAM-Insel eines 2-Punkts, welcher bei v; =~ 800 den Pol-Fixpunkt
B durch eine elliptische Bifurkation verldsst und durch eine elliptische Umkehr-
bifurkation Pol-Fixpunkt A erreicht.

Nach dem beide Pol-Fixpunkte ihr Entwicklungsschema gewechselt haben
und liegt das (1-2) Szenario vor. Abbildung 2.30 zeigt dass Pol-Fixpunkt A in
einem v j-Intervall mehr Bifurkationen durchlauft als Pol-Fixpunkt B. Dies be-
deutet, dass es immer mehr 1- und 2-Punkte auf dem Weg vom Pol-Fixpunkt A
zum Pol-Fixpunkt B gibt, da Pol-Fixpunkt B nicht schnell genug Punkte ab-
sorbiert. Im Grenzfall v; — oo befinden sich unendlich viele periodische Punkte
zwischen Pol-Fixpunkt A und Pol-Fixpunkt B und ihre KAM-Inseln werden
unendlich klein sein. Es folgt, dass die Punkte parabolisch werden und somit
auch ihre zugehorigen Orbits. Die Elektronen auf einem parabolischen Orbit
besitzen eine Energie von Null und kénnen somit ins unendliche entschwinden.
Das Ionisationslimit ist erreicht.
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Abbildung 2.28: Kopplung als Funktion von v; um eine Bifurkation des Pol-
Fixpunkts auszultsen. Die Wechsel des Evolutionsschemas sind als dicke, ge-
strichelte Linien eingezeichnet. Bis zum Schemenwechsel, sind die hyperboli-
schen Bifurkationen kopplungsunabhéngig und durch senkrechte Geraden ge-
kennzeichnet, wihrend die elliptischen Bifurkationen kopplungsabhingig sind
und gekriimmten Linien folgen. Nach dem Schemenwechsel vertauschen sich die
Bedeutungen der Geraden und Kurven. Die obere Graphik zeigt die Entwick-
lung des Pol-Fixpunkts A beginnend als hyperbolischer Punkt und nach einer
eUSB zu einem Elliptischen wechselnd. Das Inselvolumen um Pol-Fixpunkt A
schrumpft bis um v; = 1’000 eine hyperbolische Bifurkation (hUSB, kopplungs-
unabhingig) eintritt und der Pol-Fixpunkt hyperbolisch wird. Dieser Ablauf
geht weiter bis der Schemewechsel fiir Pol-Fixpunkt A eintritt. Nach dem Sche-
menwechsel bewegen sich die 1- und 2-Orbits um 7 in 3 verschoben, was auch
dem Rollentausch der Kurven und Geraden entspricht. Die untere Graphik
zeigt die entsprechende Entwicklung des Pol-Fixpunkts B, welcher mit einem
elliptischen Zustand beginnt und durch eine elliptische Bifurkation (eSB, KAM-
Insel zerfallt) in den hyperbolischen Zustand wechselt. Dieser Zustand halt an
bis eine hyperbolische Bifurkation (hSB) den Zustand in einen elliptischen ver-
wandelt. Anschliessend wachst das Inselvolumen bis eine weiter elliptische Bifur-
kation den nichsten Zustandwechsel erzeugt. Dieses Verhalten wiederholt sich
bis zum Schemenwechsel des Pol-Fixpunkt. Nach dem Schemenwechsel bewegen
sich die 1- und 2-Orbits um 7 in 3 verschoben, was auch dem Rollentausch der
Kurven und Geraden entspricht.
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Abbildung 2.29: Pol-Fixpunktentwicklung und Bewegung eines 2-Punkts. Ein
2-Punkt verldsst bei v; ~ 800 den Pol-Fixpunkt B durch eine elliptische Bifur-
kation und erreicht durch eine elliptische Umkehrbifurkation Pol-Fixpunkt A.
Wiahrend dessen hat, in unserem Beispiel, der Pol-Fixpunkt A bereits eine el-
liptischen und hyperbolischen Umkehr-Bifurkation durchlaufen und dabei einen
1-Punkt aufgenommen, welcher sich bereits zwischen den beiden Pol-Fixpunkten
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Abbildung 2.30: Pol-Fixpunktentwicklung in v;. Nachdem das (1-2)-Szenario
erreicht wird, ist die schnellere Entwicklung von Pol-Fixpunkt A verglichen mit
Pol-Fixpunkt B bzgl. Bifurkationen erkennbar. Pol-Fixpunkt A stGsst mehr 1-
und 2-Punkte aus als Pol-Fixpunkt B absorbieren kann (Abbildung 2.31).
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2.2.1.6 Ubergang vom reguliren zum chaotischen System

Wir untersuchen fiir den Ubergang ins Chaos zwei Hauptrichtungen im Parame-
terraum. Ein Ubergang erfolgt durch Erhéhung von v; mit dem beobachteten
atmenden Chaos, wiihrend der andere Ubergang durch Erhshung der Kopplung
u erfolgt. Beide Ubergéinge beruhen auf der Erhohung der Windungszahl, ein-
mal wird die Windungszahl beziiglich der Molekiildrehimpulsachse N erhoht,
dass anderemal einer Windungszahl beziiglich der Molekiilsymmetrieachse M.

Ubergang als Funktion von v;: Abbildung (2.31) zeigt die Ansammlung
von 1- und 2-Orbits in der Poincaré-Fliche als Ergebnis der “Uberproduktion”
von Pol-Fixpunkt A. Dies entspricht der mehrmaligen Windung der Windungs-
zahl um die Sphére. Somit beinhaltet ein immer kleiner Streifen (a1, a2) X (8 =
0,3 = 27) den gesamten Fareybaum des Bereichs [0, 1], was die Strukturen im-
mer kleiner werden lasst. Als Endergebnis bewirkt der a-Sprung der Kollision
fast immer ein chaotisches Verhalten, mit Ausnahme der periodischen Orbits.
Die elliptischen 1- und 2-Orbits liegen bei 5 = 7, 37” und folgen somit der
wra- Verteilung, da die Wirkung der Kopplung auf die wg,-Verteilung in diesen
Positionen gleich Null ist.

wy= 6.75000

Abbildung 2.31: Strukturen in der Poincaré-Fliche fiir w; = 6.75 und p = 2.
Es sind vier Paare von KAM-Insel erkennbar, wobei die 2-Orbits sich bei (o =
0.5,2.0) befinden, wihrend die 1-Orbits bei (o = 1.4,2.5) lokalisiert sind. Das
Umfeld dieser Inseln besteht aus einem chaotischen See.
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Ubergang als Funktion von u: Der Ubergang als Funktion der Kopplung
wird durch eine erhohte Rotation um die Molekiilsymmetrieachse M ausgelost.
Betrachten wir den Fall eines 1-Orbits an der Position oo = 7 im No..-Koordi-
natensystem, so wird der Effekt besonders gut sichtbar. Die Abbildungen (2.32)
und (2.33) zeigen die Poincaré-Fliache im M,,..-Koordinatensystem (links) und
im N,,.-Koordinatensystem (rechts). Der Pol-Fixpunkt A befindet sich im
M_,.-Koordinatensystem bei (6 = 5 0= 0) und im N_,,.-Koordinatensystem
bei a = 0. Der Pol-Fixpunkt B befindet sich im M_,,..-Koordinatensystem bei
(0 = %,¢ =) und im N,..-Koordinatensystem bei o = 7.

Betrachten wir zuerst die Entwicklung der Pol-Fixpunkte im M, .-Koor-
dinatensystem, so erkennen wir, dass das Volumen der KAM-Insel von Pol-
Fixpunkt B (¢ = 0) durch Ausstossen von Inselstrukturen (6-,4-Orbits) schrumpft.
Wiéhrend die KAM-Insel des Pol-Fixpunkts A (¢ = ) zwar Strukturen entwi-
ckelt, aber “nur” zu schrumpfen scheint und keine Strukturen ausstosst. Das ist
klar, da sich die Pol-Fixpunkte ja auf der N-Achse befinden, beziiglich der sich
die Windungszahl nur méssig &ndert.

Betrachten wir die Entwicklung der KAM-Inseln zweier 1-Orbits im N -
Koordinatensystem, so wachsen die Volumina beider Inseln im ersten Schritt
(1 =0.1) an. Bei u = 4.70 liegen beide KAM-Inseln in einem chaotischen “See”.
und stossen je einen 4-Punkt aus, gefolgt von einem 3-Punkt bei p = 5.00. Es
wird der Fareybaum (1, ..., 3] durchlaufen und endet mit der Bifurkation.
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Abbildung 2.32: KAM-Inselzerfall als Funktion der Kopplung p = 0.1,4.7,5.8 :
In der linken Spalte die Ansicht im M_,,..-Koordinatensystem mit den KAM-
Inseln der Pol-Fixpunkte : Pol-Fixpunkt A (§ = %, ¢ = 0) und Pol-Fixpunkt B
(0 = %, ¢ = m). In der rechten Spalte die Ansicht im N,.-Koordinatensystem
mit zwei 1-Orbits und ihren KAM-Inseln : Pol-Fixpunkt A (o = 0) und Pol-
Fixpunkt B (a = 7).
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Abbildung 2.33: KAM-Inselzerfall als Funktion der Kopplung p» = 7.7,8.4,10.0 :
In der linken Spalte die Ansicht im M_,,.-Koordinatensystem mit den KAM-
Inseln der Pol-Fixpunkte : Pol-Fixpunkt A (§ = 7, ¢ = 0) und Pol-Fixpunkt B
(0 = %,¢ = 7). In der rechten Spalte die Ansicht im N,..-Koordinatensystem
mit zwei 1-Orbits und ihren KAM-Inseln : Pol-Fixpunkt A (o = 0) und Pol-
Fixpunkt B (a = 7).
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2.2.2 Vergleich der Resultate der klassischen Mechanik
des Rydberg-Molekiils mit denen der Quantenme-
chanik des Rydberg-Atoms

Dieser Vergleich ist natiirlich wieder nur qualitative, aus dem gleichen Grund
wie im Vergleich zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik des Ryd-
berg-Atoms.

Um die Gerade o = § wird die w-Verteilung durch die Kopplung am we-
nigsten beeinflusst. Somit eignet sich diese Region am besten fiir den Vergleich
klassisches Rydberg-Molekiil versus der Quantenmechanik des Rydberg-Atoms.
Abbildung (2.34) zeigt die Situation in der Poincaré-Fliche fiir w; = 3. Die Ei-
genfunktionen des Rydberg-Atoms, welche die ﬁ—:fl—Resonanz firwy; = % bilden,
liegen bei (mq,m2) = (—2,2), da keine Wechselwirkung mit dem anisotropen
Potentialanteil im Rydberg-Atom vorliegt. Die ﬁ—:}l—Resonanz fallt mit ihrer La-

20
1

Abbildung 2.34: Die KAM-Inselstruktur in der (3,m = L cos«)-Darstellung.
Rechts sind die korrespondierenden Windungszahlen w = r/s ersichtlich. Die
s-Orbits mit s gerade bilden eine KAM-Inselkette, wahrend s ungerade zwei
unabhingige KAM-Inselketten bilden.

ge mit den KAM-Inseln des (s = 4)-Orbits zusammen. Allgemein zeigte sich,
dass der Nenner Am der Resonanz mit dem s des s-Orbits {ibereinstimmt. Al-
lerdings verhindert die Quantisierung, dass fiir jede Position des s-Orbits auch
eine Resonanz in der Quantenmechanik auftaucht.

In den Ergebnissen der Quantenmechanik werden wir sehen, was mit der
Lage der Eigenfunktionen in einer ﬁ—::l—Resonanz passiert, welche ja mit einem
(s = Am)-Orbit zusammenféllt.
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2.2.3 Ergebnisse zur Quantenmechnik des linearen Rydberg-
Molekiils

Die Resultate zur Quantenmechanik betreffen die Eigenwerte des Energie-Para-
meters v; und die zugehorigen Eigenwerte der relativen Phasengeschwindigkeit
0g.

e Die Eigenwertdynamik v;(u) zeigt systematische Strukturen auf, welche
durch die Bifurkationen des klassischen Modells erklirt werden kdnnen
und deren Wurzeln im Rydberg-Atom Fall liegen.

e Die Analyse Eigenwerte der relativen Phasengeschwindigkeit §; erlaubt
uns, das Geschehen in der Poincaré-Flache bzw. im Husimiplot fiir einen
ganzen Energiebereich auf einen Blick zuerfassen. Somit erhalten wir ei-
ne Art Ubersichtsplan um die Bewegungen der klassische Strukturen als
Funktion von v;. Ebenfalls 1dsst sich die Zustinde der klassischen Fix-
punkte ablesen.

2.2.3.1 Eigenwertdynamik v;(u)

Zum Studium der Eigenwertdynamik wurden die Eigenwerte fiir verschiedene
Kopplungen (i = 0...10; Ap = 0.01) fiir ein System mit 2B = 2.5-10712, J =
200, L = 40 beriicksichtigt. Wird 2B zugross gew#hlt, so werden die Strukturen
leicht iibersehen und ein Verstehen der Eigenwertdynamik unmoglich.

Die Eigenfunktionen der Eigenwerte besitzen eine positive Symmetrie be-
zliglich einer Spiegelung am Ursprung, wenn die magnetische Quantenzahl m
gerade ist und eine negative Symmetrie im Fall ungerader Werte von m. Wie
in [13] gezeigt wird, ist das Uberschneiden von Elektronentermen gleicher Sym-
metrie nicht moglich. Es resultiert eine Abstossung, welches als “Levelrepulsion”
bezeichnet wird und einen Austausch des Charakters der Eigenfunktionen zur
Folge hat. Wir werden sehen, dass je kleiner die Differenz der magnetischen
Quantenzahlen m, im ungestorten Fall, beider Eigenfunktionen, desto ausge-
pragter ist die Abstossung.

In unserer Darstellung, mit einer Auflésung von Ap = 0.01, kénnen geringe
Abstossungen nicht aufgelost werden, was aber fiir das Verstehen der Struktur
der Eigenwertdynamik nicht hinderlich ist.

Definitionen Um die Darstellung und Diskussion der Resultate zu vereinfa-
chen, definieren wir die Begriffe Eigenwertast und Subspektrum fiir die Eigen-
wertdynamik.

Eigenwertast: Starten wir mit einem Eigenwert v ,—0.0o fiir das ungekoppel-
te System (u = 0) und suchen fiir die néchste Kopplung (¢ = 0.01) den Eigen-
wert VJ,u=0.01 mit VJ,u=0.01 < VJ,1=0.00, dessen berechnetes Nyu=0.01 und mMyu=0.01
den geringsten Abstand von n,—o.00 bzw. m,—o.00 aufweisen, so bilden wir den
Beginn des Eigenwertasts fir v ,—0.00. Ermitteln wir fiir alle Kopplungen je
einen passenden Eigenwert, so erhalten wir den Figenwertast zu v ,—0.00 und
bezeichnen ihn als (m, n)-Eigenwertast, da vy ,—0.00 durch n und m definiert ist.
Aufgrund unserer beschriankten Auflésung in u, werden geringe Abstossungen
nicht erfasst, da der Austausch des Charakters der Eigenfunktionen “zu schnell”
erfolgt. Dadurch erscheint es, als ob sich Eigenwertéste verschiedener Eigenwer-
te v,u=0.00, aber gleicher Symmetrie, schneiden, was natiirlich nicht der Fall ist.
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Fiir das Grundverstindnis der Eigenwertdynamik ist diese Unstimmigkeit nicht
weiter storend. Wir gelangen somit zur Definition des (m, n)-Eigenwertasts, als
die Menge der Eigenwerte, fiir jede Kopplungstérke einer, welcher bei geringem
“Levelrepulsion” seinen Charakter beibehélt und bei ausgepriagter Abstossung
seinen Charakter als Funktion der Kopplung dndert. Diese etwas schwammige
Definition, da sie von der betrachteten Auflosung der Kopplungsstirke (Au)
abhingt, ermdglicht uns eine effizientere Besprechung der Ergebnisse.
Subspektrum: Im Abschnitt zum Rydberg-Atom haben wir den Begriff Sub-
spektrum als die Menge aller Eigenwerte, mit der selben Hauptquantenzahl n,
definiert. Wir definieren als (n)-Subspektrum der Eigenwertdynamik des Ryd-
berg-Molekiils, die Menge aller (m, n)-Eigenwertéste fiir die Eigenwerte des (n)-
Subspektrums des Rydberg-Atoms. Das heisst, die Menge aller Eigenwertéste,
deren Eigenwerte v; fiir den ungekoppelten Fall die gleiche Hauptquantenzahl
n besitzen. Da sich die Eigenfunktionen mit verschiedenen Symmetrien nicht
“abstossen”, kénnen wir die Eigenwertdynamik fiir jede Symmetrie gesondert
betrachtet. Als (4, n)-Subspektrum definieren wir das Subspektrum fiir gera-
de m-Werte mit der Hauptquantenzahl n. Dem entsprechend ist das (—,n)-
Subspektrum die Menge aller (m, n)-Eigenwertéste mit m ungerade.

(+,n = 1)-Subspektrum Abbildung (2.35) zeigt die Eigenwertdynamik des
(+,n = 1)-Subspektrum fiir den Bereich 4 = 0...1. In dem dargestellten Be-
reich findet noch keine Uberlappung mit dem (n = 2)-Subspektrum statt. Die
Eigenwertéste des (+,n = 1)-Subspektrum bilden Geraden mit der Steigung

vy
dp

I 2
= - ( 2+Lm> m € [—L,...,L] m gerade, (2.24)

mit m als Wert fiir den Eigenwert des ungekoppelten Systems ist.

08

0.z

Abbildung 2.35: Eigenwertdynamik des (4+,n = 1)-Subspektrums im p =0...1.
Die Eigenwertéste liegen auf Geraden mit den Steigungen aus Formel (2.24).

Die Situation fiir die Eigenfunktionen der Eigenwerte der (m = +L)-Eigen-
wertéste ist als Husimiprojektion in Abbildung (2.36) dargestellt. Der Husi-
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Abbildung 2.36: Schematische Situation im Husimiplot. In der linke Spalte
ist der Rydberg-Atom Fall (¢ = 0, Hund’s Fall (b)) und die Eigenfunktionen
mit m = L (Pol-Fixpunkt A) und m = —L (Pol-Fixpunkt B) ersichtlich. In
der rechten Spalte ist der Rydberg-Molekiil Fall (1 > 0,n = 1, Hund’s Fall
(d)) und die Eigenfunktion mit m = L fiir den ungekoppelten Fall auf den
Polen in Richtung der Molekiilsymmetrieachse M ersichtlich. Die Eigenfunktion
korrespondierend zu m = —L kommt am Aquator bzgl. M zu liegen.

miplot ist eine Projektion der Eigenfunktion auf die Poincaré-Fliche [26]. Im
ungekoppelten Fall (Hunds Fall (b)) ist N und im gekoppelten Fall (Hunds Fall
(d)) M die Symmetrieachse [10]. Schon die Eigenwerte fiir die kleinste Kopp-
lung (1 = 0.01) des (n = 1)-Subspektrums besitzen den Hunds Fall (d). Eine
weitere Erhchung der Kopplung fiihrt zu keiner Positionsverdnderung der Ei-
genfunktionen im Husimiplot. Die Projektion von L auf M ist gleich Null, da
sich die Teilprojektionen (Nord-/Siid-Halbkugel beziiglich M) mit verschiedenen
Vorzeichen aufheben.

Modell: Husimi-Energie-Fliche Der Husimiplot enthilt nur Informatio-
nen {iber den Winkelanteil der Eigenfunktionen. Die radiale Komponente der
Eigenfunktion ist mit dem Eigenwert verkniipft. Die Frage ist nun, ob es mé&g-
lich ist eine Art Hyperfliche zu konstruieren, auf der die Winkelanteile der
Eigenfunktionen “leben”. Fiir jede Hauptquantenzahl n erzeugen wir eine Hy-
perfliche, welche nur Eigenfunktionen beziiglich dem entsprechenden n enthilt
und erhalten somit eine Art Projektion der Hamiltonfunktion, welche ja nicht
bekannt ist.

Ich beschreibe das Konzept zuerst am ungekoppelten System und {ibertrage
es dann auf das gekoppelte System.

Husimi-Energie-Flichen fiir den ungekoppelten Fall Wir bilden nun
den Husimiplot jeder Eigenfunktion fiir ein bestimmtes n auf die Poincaré-
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Flache. Jeder Husimiplot definiert nun ein Flichenelement der Sphire. Nun
geben wir jedem Fliachenelement einen neuen Abstand zum Zentrum der Sphare.
Jedes Flachenelement besitze den Eigenwerte v, ,, von v; seiner Eigenfunk-
tion als Radius vom Zentrum. Nun verbinden wir diese Flachenelemente glatt
mit den benachbarten Flichenelementen, so dass eine Hyperflache entsteht (Ab-
bildung 2.37), welche die Eigenwerte v, ., als Stiitzstellen besitzt. Die Metho-
de ist dhnlich einer Spline-Interpolation einer nur durch Stiitzwerte gegebenen
Funktion [27]. Da wir fiir jede Hauptquantenzahl eine solche Hyperflache kon-
struieren, ergibt sich ein zwiebelartiger Korper. Jede Zwiebelhaut bildet eine
Husimi-Enerige-Flache (HEF). Da sich die Subspektren im Rydberg-Atom-Fall
iiberlappen, kann auch eine HEF einen Abstand vom Ursprung besitzen, den
eine andere HEF auch besitzt. Nur kénnen nicht beide HEF fiir das gleiche
Oberflachenelement den gleichen Abstand besitzen.

Husimipky‘f\:'--w,,., ,,,,,, Poincarésphire

Husimi—Energie-Fliche

Abbildung 2.37: Die Husimi-Energie-Fliche: Der Husimiplot einer Eigenfunk-
tion auf die Poincaré-Sphére wird kombiniert mit dem Eigenwerte v, ,, als
Radius. Die so erhaltenen Flachenelemente der Eigenfunktionen eines Subspek-
trums werden glatt miteinander verbunden. Das Ergebnis ist eine Oberfliche,
die Husimi-Energie-Fliche (HEF).

HEF des gekoppelten Systems Fiir den gekoppelten Fall betrachten
wir den reinen Hund’s Fall (d) (¢ >= 0.01 fiir n = 1). Basis ist die Annahmen,
dass die Eigenfunktionen als Ganze, beziiglich dem Winkelanteil (a, 3) resp.
(9, ), den gleichen Energie-Eigenwert-Gradienten erfihrt. Dass heisst, eine Er-
héhung von p erzeugt keinen Gradienten beziiglich den Winkeln und somit keine
Verschiebung der Position der Eigenfunktion im Husimiplot. Dies sollte gegeben
sein, da keine Verschiebungen im Husimiplot beobachtbar sind. Dieser Annah-
me liegt zugrunde, dass fiir n = 1 die Windungszahl w; = 2BJn? sehr klein ist,
also das Molekiil “fast nicht” rotiert und somit “keine dynamische Komponente
um N” existiert.

Im Hund’s Fall (d) besitzt der Korper eine Spiegelebene, welche senkrecht
zu M steht und durch den Ursprung des N,..-Koordinatensystems geht (linke
Figur in Abbildung 2.38). Der Korper ist ellipsoidartige und wir wollen ihn
als “Kontraktionskdrper” bezeichnen, da die Erhéhung von p als Reduktion der
Radien der einzelnen Flichenelemente wirkt.

Wie aus den Resultaten fiir das (+,n = 1)-Subspektrum und den Husi-
miplots der (m = +L)-Eigenwertéste ersichtlich, ist der Energie-Eigenwert-
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Husimify‘ixv . Poincarésphire

Husimi-Energie—Fliche

Abbildung 2.38: Kontraktionskorper: Linke Figur: Im Hund’s Fall (d) (1 >=
0.01 fiir n = 1) ist der Korper spiegelsymmetrisch beziiglich der Fliche, welche
durch den Koordinatenursprung geht und senkrecht zu M steht. Dieser Kérper
bezeichne ich als “Kontraktionskorper”. Rechte Figur: Die Husimi-Energie-
Fléache wird durch die Verkiirzung der Radien, mit zunehmendem p, deformiert.
Es sieht aus, als wiirde eine Null zur Acht deformiert.

Gradient an den Polen beziiglich M am grossten. Somit ist der Gradient eine
Funktion von ¢ des M,,.-Koordinatensystems. Wir schreiben die Gleichung
(2.24) wie folgt um

d L 2
dL/j = - < ;Lm> m € [—L,..., L] m gerade (2.25)
0..21\ 2
= - < z ) 0...2L durchlauft nur gerade Zahlen (2.26)
0...L\? )
= |\ 0...L durchliuft alle Zahlen (2.27)

Beriicksichtigen wir, dass die Eigenfunktion mit m = L am M-Pol und die mit
m = —L am Aquator beziiglich M zu liegen kommt, so definieren wir mp, als
die Projektion der Eigenfunktion auf M. Wichtig ist dabei dass wir nur die eine
Halfte des “Kontraktionskorper” beriicksichtigen, damit nicht alle m s = 0 sind.
Wir erhalten also

2
Cfiﬁ - —(mTM) ma=0...L (2.28)
m
= —(cosd)? (2.29)

Dieses Verhalten des “Kontraktionskorper”, als Funktion von p, liegt der ge-
samten Eigenwertdynamik zugrunde. Alle anderen Effekte sind Konsequenzen
der “dynamischen Komponente um N”, sprich der Molekiilrotation, welche durch
die klassischen Windungszahl beschrieben wird. Das heisst die durch p defor-
mierte HEF gibt die mdglichen Eigenwerte vor und die Dynamik auf den Orbits
entscheidet, welcher Eigenwert angenommen wird. Das sind die Grundideen des
Modells.
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(4+,n = 400)-Subspektrum Die Subspektren werden mit steigendem v; brei-
ter und es tritt eine Uberlappung der Subspektren ein. Abbildung (2.39) zeigt
im linken Teil die Situation der Eigenwertdynamik im Bereich des (4, n = 400)-
Subspektrums. Die Eigenwertdynamik zeigt klare periodische Muster, welche die

anz
)

41 s \\\ e
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400

N
N T

Sl
N
N

399
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Abbildung 2.39: Links: Eigenwertdynamik um v; = 400 als Ergebnis der Uber-
lappung von Subspektren. Rechts: Das aus der Eigenwertdynamik isoliertes
(4+,n = 400)-Subspektrum. Der (n = 400, m = L)-Eigenwertast (tiefste Eigen-
werte) zeigt einen klaren Knick bei einer Kopplung, welche wir als kritischen
Kopplung i, bezeichnen.

Konsequenz der Uberlagerung der sehr dhnlichen Subspektren ist. Das (4,n =
400)-Subspektrum wurde aus der Eigenwertdynamik mittels der zu Definition
der Eigenwertéste beschriebenen Methode isoliert. Betrachtet man die Steigun-
gen im (4, n = 400)-Subspektrum, so erkennen wir, dass die Eigenwerte fiir die
(m = +L)-Eigenwertéste nur eine geringe Abhingigkeit von p zeigen. Es ist ein
markanter Knick fiir den (n = 400, m = L)-Eigenwertast (kleinste Eigenwer-
te) bei einer bestimmten Kopplung beobachtbar. Wir nennen diese Kopplung
kritischen Kopplung pi.. Im Bereich 4 = 0...u. haben wir den Hund’s Fall
(b) vorliegen. Die Steigung des (m = 0)-Eigenwertasts ist zu Beginn —0.5 und
weicht dann davon ab. Dies ist auch die grosste beobachtbare Steigung im Sub-
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spektrum bevor p, erreicht wird.

Steigung aus dem Modell Betrachten wir die Position des (m = 0)-

Eigenwertasts fiir u = 0.01, so liegt die Eigenfunktion bei a = 7 und umfasst

sie beiden M-bezogenen Pole. Dies ist eine Konsequenz der Unbestimmtheit der
Orientierung von L in der Quantenmechanik und klassisch vielleicht mit der
dynamischen Komponenten um N (Windungszahl) erklarbar. Auf unser Modell
angewendet, bedeutet dies, dass die Eigenfunktion alle mdglichen Gradienten,
also mp; bzw. J-Werte, mit gleicher Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit abdeckt.
Bilden wir das Integral des Gradienten

dl/.] /ﬂ— 2
— = —(cos¥)” =0.5 2.30
2= [ o) (230)
so erhalten wir die beobachtete Steigung fiir den (m = 0)-Eigenwertast. Die
gleichméssige Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Husimiplot wird
natiirlich nicht immer gegeben sein.

Analyse des “Knicks” im Subspektrum Abbildung (2.40) zeigt die Hu-
simiplots der Eigenfunktionen deren Eigenwerte im Bereich der der kritischen
Kopplung liegen. Der (m = L)-Eigenwertast durchlauft ein bifurkationsartiges
Phénomen, in dem sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Eigenfunktion im
Husimiplot von einer “Insel” in zwei “Inseln” aufspaltet. Die klassische Bifurkati-
on erzeugt an dieser Stelle zwei 1-Punkte mit ihren entsprechenden KAM-Inseln.
Aufgrund des Tunneleffekts in der Quantenmechanik, befindet sich die Eigen-
funktion in beiden KAM-Inseln. Zu beriicksichtigen ist hierbei, dass sich der
Gradient im Subspektrum stark &ndert und sich die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit der Eigenfunktionen des (m = L)-Eigenwertasts mit steigendem p zu den
M-Polen hin bewegt. Wir haben hier den Ubergang vom reinen Hund’s Fall
(b) zum Fall (d). Im Fall, dass der (m = L)-Eigenwertast einen Eigenwert um
vy = 1 erreicht, ist die “dynamische Komponente um N” wieder so klein, dass
wir den “reinen” Hund’s Fall (d) vorliegen haben. Somit stellt die Gleichung
(2.24) den Grenzwert der Steigung dar.

Husimi-Energie-Fliche der “Knick-Situation” Interessant ist die Dar-
stellung der Situation um p. des (+,n = 400)-Subspektrum als Husimi-Energie-
Fliache (HEF). Abbildung (2.41) zeigt die so erhaltene, dreidimensionale Figur
fiir verschiedene p-Werte um den Pol in N-Richtung (klassischer Pol-Fixpunkt
A). Im ersten Moment fillt die Ahnlichkeit mit dem Potential V (z;a) = 22 +
%amQ des Ginzburg-Landau Phaseniibergang zweiter Ordnung [28] auf, wobei
a = . gelten wiirde. Der Parameter a bestimmt, wann ein Phaseniibergang
stattfindet. Ob wirklich ein Zusammenhang besteht ist noch offen, aber der
Gedanke reizt. Angenommen es bestiinde ein Zusammenhang, dann kénnte ein
Phaseniibergang auch durch Erhéhung von v; erfolgen, da sich die kritische
Kopplung pi. mit steigendem v fiir den n, m = L-Eigenwertast zu héheren Wer-
ten verschiebt. Dies wiirde eine Verdnderung der Lage der Orbits im Raum nach
sich ziehen, was im Falle einer kristallinen Substanz eine Modifikationsénderung
entsprechen kénnte. Aber natiirlich ist ein Rydberg-System nicht kristallin.
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Abbildung 2.40: Im oberen Teil ist die Eigenwertdynamik des (+,n = 400)-
Subspektrum um den (n = 400,m = L)-Eigenwertast mit ausgewihlten Ei-
genwerten (o) von den (m; = L,mg = (L — 2),m3 = (L — 4))-Eigenwertésten
wiedergegeben. In der gleichen Anordnung wie die ausgewéhlten Eigenwerte sind
die entsprechenden Husimiplots wiedergegeben. Die gelben /hellen Stellen kenn-
zeichnen hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, wihrend rot/dunkle Stellen tie-
fe wiedergeben. Es ist eine bifurkationsdhnliches Verhalten erkennbar, wobei
die Eigenfunktion fiir ms tiber den Fixpunkt (im klassischen Fall hyperbolisch)

hinwegléuft.
k=03 p=05 w=07

Abbildung 2.41: Husimi-Energie-Fliche der Eigenfunktionen des (4,n = 400)-
Subspektrums fiir die angegebenen u-Werte. Die Form dhnelt dem Potential

V(z;a) = 32* 4+ Laz? des Ginzburg-Landau Phaseniibergang zweiter Ordnung
128].



2.2. ERGEBNISSE ZUM LINEARE RYDBERG-MOLEKUL 89

398.80 398.85 398.90 398.95 339.00

39875

398.70

Abbildung 2.42: Uberlagerung der (4+,n = 400,e)- und (—,n = 400,0)-
Subspektren. Nach dem Knick fallen die Eigenwerte der beiden Subspektren
zusammen, was eine Vereinfachung des Spektrums zur Folge hat.

396.75 399.65 398.95

Abbildung 2.43: (—,n = 400)-Subspektrum mit Husimiplots. Die gelben/hellen
Stellen markieren hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, wihrend die ro-
ten/dunklen Stellen fiir tiefe stehen. Die Eigenfunktionen “laufen” nicht iiber
den Fixpunkt, sonder weisen immer eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit gegen
Null fiir den Fixpunkt auf. Nach dem Knick ist die Form der Eigenfunktionen
um Husimiplot gleich der der (+)-Eigenfunktionen. Die (—)-Eigenfunktionen be-
halten ihre Symmetrie in dem Sinne bei, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
fiir den Fixpunkt immer gleich Null ist.
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(—,n = 400)-Subspektrum Abbildung (2.42) zeigt die Uberlagerung der
(4, n = 400)-Subspektren. Die Eigenwerte der beiden Symmetrien fallen, nach
dem die Eigenwertéste die Energie des Knicks passiert haben, zusammen. Fiir
die Eigenwertdynamik bedeutet dies eine Vereinfachung des Spektrums und wird
spater im Zusammenhang mit den “clear zones” des Dinatrium-Spektrums noch
wichtig werden. Das Zusammenfallen der Eigenwerte bedeutet, dass die Symme-
trie der Eigenfunktionen ebenfalls gleich wird, was die Husimiplots in Abbildung
(2.43) bestatigen. Eine Vermutung ist, dass die (4 )-Eigenfunktionen eine zusétz-
liche Symmetrie erhalten, was ja der Form der Eigenfunktionen im Husimiplot
nach dem Knick entsprechen wiirde.

Entwicklung des Knick der (n,m = £L)-Eigenwertéste Mit steigendem
vy steigt auch die kritische Kopplung u. fir den (n,m = L)-Eigenwertast,
wihrend fiir den (n,m = —L)-Eigenwertast (grosste Werte im Subspektrum)
eine kritischen Kopplung u. auftaucht, welche immer kleiner wird. Abbildung
(2.44) zeigt diesen Verlauf schematisch. Nach dem die kritische Kopplung .. fiir

v \ v
51 J2 13
-L——— [ P —— -L —\
+L —
D
+L TN
w w u

Abbildung 2.44: Schematische Darstellung der Entwicklung des Knicks fiir den
m = —L- und m = L-Eigenwertast. Es gilt v;; < vj2 < v;3. Die kritische
Kopplung i fiir m = L wird mit steigendem v; grosser, wahrend p. fiirm = —L
kleiner wird.

den (n,m = —L)-Eigenwertast den Wert Null erreicht hat, bildet sich ein neuer
(n,m = —L)-Eigenwertast. In Abbildung (2.45) besitzt der (n = 941, m = —40)-
Eigenwertast eine kritische Kopplung von nahezu Null. Anschliessend besitzt der
(n =955, m = —40)-Eigenwertast wieder ein sehr hohes ..

Umgekehrt wéchst der p.-Wert fiir den (n, m = L)-Eigenwertast bis sich bei
einem bestimmten v, ein neues p. bei p = 0 bildet. Abbildung (2.46) zeigt den
pe-Wert fiir (n = 1063, m = 40)-Eigenwertast an der Grenze, da bereits der
(n = 1081, m = 40)-Eigenwertast wieder eine p.-Wert von Null herkommend
besitzt.

Das Verschwinden und Auftauchen von kritischen Kopplungen wiederholt
sich und korrespondiert mit dem Bifurkationsverhalten der Pol-Fixpunkte im
klassischen Fall.

Die “Ursache” des Knicks sind die bereits besprochenen AA—T’;—Resonanzen.
Fiir den (n,m = L)-Eigenwertast haben wir auf der einen Seite die {2 = 9-
Resonanz, welche auch den Knick im (n = 400)-Subspektrum “auslost” (Abbil-
dung (2.42)). Dies ist nur moglich, da der (n = 400,m = L — 1)-Eigenwertast
einen stirkeren Gradienten aufweist als der (n = 400, m = L)-Eigenwertast.
Auf der anderen Seite haben wir die ﬁ—:fl = %— und ﬁ—:j = %—Resonanzen
(k € N). In Abbildung (2.46) passiert mit steigendem pu der (n = 1080, m = 38)-

Eigenwertast den (n = 1081, m = 40)-Eigenwertast bei v; = 1058.9 und “lést
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Abbildung 2.45: Entwicklung des (n,m = —L)-Eigenwertastes. Die gedrehten
Abbildungen zeigen im linken Teil die Quantenzahlen des ungekoppelten Falles
als Zahlenpaar (n,m). Die untere Abbildung zeigt den Fall, dass die kritische
Kopplung p. des (n = 941, m = —40)-Eigenwertastes den Wert p = 0 erreicht.
Der nichste Eigenwertast (n = 942, m = —38) ist sehr nahe und dessen Eigen-
wert (n,m = —38) fiir 4 = 0 erreicht mit steigendem v; einen Wert kleiner
als der Eigenwert (n,m = —40) fiir 4 = 0. In der oberen Abbildung liegt der
Eigenwert fiir (n,m = —38) tiefer als fiir (n, m = —40). Es bildet sich ein neuer
(n,m = —40)-Eigenwertast mit hohem p,. herraus.
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Abbildung 2.46: Entwicklung des (n,m = +L)-Eigenwertastes. Die gedrehten
Abbildungen zeigen im linken Teil die Quantenzahlen des ungekoppelten Falles
als Zahlenpaar (n,m). Die untere Abbildung zeigt den Fall, dass sich eine neue
kritische Kopplung . bei p = 0 fiir den (n = 1063, m = 40)-Eigenwertastes
herrausbildet. Der nichste Eigenwertast (n = 1062,/ = 38) ist kleiner und
dessen Eigenwert (n,m = 38) fiir 4 = 0 erreicht mit steigendem v; einen Wert
grosser als der Eigenwert (n,m = 40) fiir 4 = 0. In der oberen Abbildung liegt
der Eigenwert fiir (n, m = 38) hoher als fiir (n, m = 40). Es bildet sich eine neue
kritische Kopplung u., startend bei u = 0, fiir den (n,m = 40)-Eigenwertast
herraus.
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so den Knick aus”. Fiir den (n,m = —L)-Eigenwertast gibt es keine ﬁ—:fl =9

Resonanz, da der (n,m = —L)-Eigenwertast bereits die grossten Eigenwerte des
Subspektrums umfasst. Die £ = £ ynd 22 = £ Resonanzen (k € N) kom-
men jedoch auch vor. In Abbildung (2.45) sind die Eigenwertéste (n = 941, m =
—40) und (n = 942,m = —38), was einer ;-Resonanz entspricht, sichbar.

Wie bereits angetont, kann die Uberlappung des Subspektren auch zu ei-
ner Trennung der Eigenwerte nach der Symmetrie der Eigenfunktionen fiihren.
Dadurch sind in einem Energieband (bei konstantem p) nur Eigenwerte der

gleichen Symmetrie mit dhnlichen m-Werten vorhanden.

Strukturen im der Eigenwertdynamik Mit steigendem Energieparameter
erscheinen viele verschiedene Muster in der Eigenwertdynamik. Eine relativ ge-
ordnete Struktur erscheint bei w; = 2BJr3 = 1 und zeigt Abbildung (2.47). Es
ist die ﬁ—:fl = %—Resonanz des Rydberg-Atom-Falls um m = 0, welche linkslasti-
ge Muster im der Histogrammverteilung aufgewiesen haben. Es sind die Eigen-
wertdste (n = 1210, m = —40) und (n = 1288, m = 40) sichtbar. Die zugehori-
gen klassischen Poincaré-Flache (Abbildungen : 2.32, 2.33) zeigen vier stationére
KAM-Insel bei eine Erhohung der Kopplung. Zwei KAM-Inseln befinden sich
an den Fixpunkten und beherbergen die (m = £40)-Eigenfunktionen. Die zwei
anderen KAM-Inseln sind auf der M-Achse und enthalten die Eigenfunktion mit
m = 0. Wie wir ganz am Anfang diese Abschnitts beim (n = 1)-Subspektrum
gesehen haben, existiert die grosste Kopplungsabhingigkeit an den Polen des
M_,re-Koordinatensystems. Somit zeigen die Eigenwerte der Eigenfunktionen
mit m um Null die grosste Abhingigkeit von p.

Erhéhen wir v; weiter, so kommen wir in einen Bereich in dem eine Verein-
fachung des Spektrums auftaucht. Abbildung (2.48) zeigt die Situation im Be-
reich v; = 2000 bzw. w; = 4 bzw. der ﬁ—gl = %—Resonanzen. Es sind Zonen mit
einem Muster wie Kirchenfenster, d.h. geringerer Eigenwertdichte erkennbar.
Eine solche Zone hat in etwa die Eckpunkte (u,v;) = (2,2001.5), (3.2, 2001.5),
(2.9,2000.7), (4,2000.7). Diese Vereinfachung ist eine Konsequenz des Zusam-
menfallens der Eigenwerte von (+)- und (—)-Eigenfunktionen nach der Bifurka-
tion, wie bereits gezeigt wurde. Der Chaosanteil im klassischen System (w; =4
fiir vy = 2000) ist in diesem Bereich minimal.
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Abbildung 2.47: Eigenwertdynamik um w; = QBJV§ = 1, was den ﬁ = %—
Resonanzen des Rydberg-Atom Falls entspricht. Die Kopplungsabhangigkeit der
Eigenwerte der Eigenfunktionen um m = 0 ist am grossten, wiahrend die Eigen-

werte der Eigenfuktionen mit m + 40 am geringsten ist, wie im Text erklart.
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Abbildung 2.48: Zonen geringer Eigenwertdicht in der Eigenwertdynamik. In
dieser Abbildung haben wir drei Zonen geringer Dicht im Bereich u = 2...4.

Die erste hat den v ;-Bereich 2000 . ..2000.6, die zweite 2000.6 . . . 2001.4 und die
dritte 2001.4...2002.
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2.2.3.2 Relative Phasengeschwindigkeit

Die relative Phasengeschwindigkeit ; wurde bereits eingefiihrt. Im Falle des
Rydberg-Molekiils berechnen wir die Eigenwerte von d; im letzten Schritt bei
der Nullstellensuche. Im Rydberg-Atom Fall habe wir eine direkte Relation zwi-
schen der Phasengeschwindigkeit und der magnetischen Quantenzahl m gefun-
den. Eine Anderung der Position der Eigenfunktion auf der Sphire bewirkt im
allgemeinen auch eine Anderung von m und somit sollte dies auch in der Pha-
sengeschwindigkeit erkennbar sein. Abbildung (2.49) zeigt die Entwicklung der
Phasengeschwindigkeit bei verschiedenen Kopplungen fiir je ein Spektrums.

\
RAAN

N

L=0.>5

S
' \‘%

500 1000 1500 2000

Abbildung 2.49: Einfluss der Kopplung auf die relative Phasengeschwindigkeiten
aller Eigenfunktionen eines Spektrums bei Kopplungen von (¢ = 0.5,2.5,5.5).
Hauptstorungen erscheinen bei p = 0.5 und kleinere bei p = 2.5. Die Struktur
ist bei einer Kopplung von p = 5.5 bereits stark gestort.
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Periodizitdt der Stérungen Die Periodizitdt der Stérungen wir am besten
ersichtlich, wenn wir w; = 2BJv3 anstatt v; verwenden. In Abbildung (2.50)
wurde die m-Achse mittels der Formel aus dem Rydberg-Atom Fall

mebe - (1= ) b= ey a1
J 3

berechnet. Die Hauptstérungen treten bei w; = 5, n € N und die kleineren bei

wy = %, n € N auf. Die kleineren Stérungen erreichen nie die Grenzen m = +L,
im Gegensatz zu den 5-Storungen.

Abbildung 2.50: Die Storungen der relativen Phasengeschwindigkeit ist peri-
odisch in wy = QBJV§. Die Hauptstorungen treten bei wy; = ¢ n € N fiir m =0
auf und die néchst schwécheren bei w; = 3 n € N.

Eigenfunktionpositionen und Pol-Fixpunkte Abbildung (2.50) zeigt in
der Region (wy; = 0...0.2,m = 10...40) das unterschiedliche Verhalten der
(+)- und (—)-Eigenfunktionen, beziiglich des Pol-Fixpunkts A. Die (+)-Eigen-
funktionen “iiberschiessen”, d.h sie erreichen einen grosseren m-Wert als den, den
sie schlussendlich annehmen. Die Ausnahme bilden die Eigenfunktionen, welche
den Wert m = +40 direkt anstreben. Das “Uberschiessen” ist das Ergebnis des
Passieren bzw. der Konzentration der Eigenfunktionen auf den Pol-Fixpunkt
A, was in den Husimiplots der Abbildung (2.39) sichtbar ist. Dieses Verhal-
ten ist aus Symmetriegriinden fiir die (—)-Eigenfunktionen nicht moglich, siehe
Abbildung (2.43) .

Weiter erkennen wir um w; ~ 0, dass sich die Position fiir m = —40 (Pol-
Fixpunkt B) sofort aufbaut, wihrend es eine Bewegung zum Pol-Fixpunkt A
(m = 40) gibt. Dies deckt sich mit dem klassischen Ergebnis. Der Zustand von
Pol-Fixpunkt B ist zu Beginn elliptisch, wihrend Pol-Fixpunkt A hyperbolisch
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ist. Mit steigendem w; erreicht Pol-Fixpunkt A den elliptischen Zustand im
Moment, in dem sich die (m = 40)-Position etabliert, d.h. eine Eigenfunktion
diesen Wert annimmt.

“Bewegung einer Eigenfunktionen” iiber die Poincaré-Sphire Wir fol-
gen nun der Linie, welche von den Eigenfunktionen mit m = —40 bei wy ~ 0 als
Stiitzstellen gebildet wird. Diese Linie hat bis w; ~ 0.3 einen m-Wert von —40
und durchliuft von w; =~ 0.3 bis w; ~ 0.8 den gesamten m-Bereich bis m = 40.
Anschliessend behéalt die Linie bis w; ~ 1.1 ihren m-Wert und bricht danach ab.
Betrachten wir den Verlauf der klassischen Strukturen in der Poincaré-Fliche,
so sehen wir, dass sich bei wy ~ 0.3 ein Punkt 2. Ordnung durch eine ellipti-
sche Bifurkation im Pol-Fixpunkt B ablost und zum Pol-Fixpunkt A wandert.
Dort wird der 2-Punkt durch eine elliptische Umkehrbifurkation aufgenommen.
Anschliessend schrumpft das Volumen der KAM-Insel, was das Abbrechen der
Linien mit m > 10 bei w; ~ 1 auslost. Ist das Volumen der KAM-Insel klein
genug, so gibt es auch fiir die Eigenfunktion mit m = 40 keine M6glichkeit mehr
sich zu manifestieren und die Linie bricht ab.

Storungen als Resonanzen Abbildung (2.51) zeigt die Feinstruktur der St6-
rungen und ihre Husimiplots. Es wird klar, dass die Stérungen Resonanzen
zwischen zwei Zustdnden mit der dhnlichen Energie sind. Im Rydberg-Atom
Fall haben wir die ﬁ—:l—Resonanzen, welche hier eine Wechselwirkung zwischen
Eigenfunktionen mit definiertem Am markieren. Die Darstellung als m(d,., )-
Diagramm erlaubt und die Resonanzen zwischen Eigenfunktionen einfach zu stu-
dieren. Die Husimiplots der nummerierten Eigenwerte lassen klar die klassischen
Inselstrukturen der Poincaré-Abbildung erkennen, welche s-Orbits entsprechen.
Es scheint also, dass eine Resonanz zwischen zwei Eigenfunktionen mit Am als
Differenz ihrer m-Werte, einem klassischen (s = Am)-Orbit entspricht. Somit
konnen wir auf Basis des m(d,,,,)-Diagramms voraussagen, welche Strukturen
in der Poincaré-Fliche erscheinen, wenn diese gross genug sind. Umgekehrt 13sst
sich auf Grund der Beziehung w; = 2B.Jv3 die Energie der Resonanz vorraus-
berechnen.

“Wandern einer Eigenfunktion” Betrachten wir die Entwicklung einer Re-
sonanz im Detail, so erhalten wir die obere Figure in Abbildung (2.52). Verglei-
chen wir dieses Muster mit den Husimiplots der Resonanzen, so sehen wir, dass
eine Eigenfunktion (blau) von unten (m = —4) bzw. vom Zentrum (Husimiplot)
her nach oben (m = 8) bzw. nach aussen (Husimiplot) wandert. Dabei “sitzt”
die Eigenfunktion auf einem elliptischen 6-Punkt, welcher in der klassischen Ab-
bildung aus der Richtung des Pol-Fixpunkts B in Richtung des Pol-Fixpunkts
A wandert.

Die Hauptresonanzen in Abbildung (2.50) sind dementsprechend “mitwan-
dernde Eigenfunktionen” auf 1- und 2-Punkten, welche von Pol-Fixpunkt B
nach Pol-Fixpunkt A wandern. Da beide 1-Orbits die gleiche Energie besitzen,
befindet sich die Eigenfunktion auf beiden 1-Orbits.
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Abbildung 2.51: Feinstruktur und Husimiplot der Stérung / Resonanz. In der
linken Figur sind die Storungen fiir den Bereich w; = 0...0.5 mit einer Kopp-
lung von p = 4.5 sichtbar. Es sind fiinf Storungen (A bis E) erkennbar, von
denen die Stérungen A und E sowie B und D jeweils die gleiche Form haben.
Die drei Abbildungen rechts zeigen Detailansichten der Stérung. Wir sehen, dass
die Resonanz der Eigenfunktionen nur bei bestimmten Differenzen Am in der
magnetischen Quantenzahl m erfolgt. Die Stérungen A und E beruhen auf ei-
ner (Am = 8)-Resonanz, B und D haben eine (Am = 6)-Resonanz und C hat
eine (Am = 4)-Resonanz. Die Husimiplot der Detailansichten der Stérung be-
sitzen eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den gelb/hell markierten Regionen
und eine tief in der roten/dunklen Region. Die untere Serie der Husimiplot kor-
respondiert zu elliptischen (s = Am)-Orbits mit ihren KAM-Inseln, wihrend
die obere Serie in der Nahe der hyperbolischen periodischen Punkten zu liegen
kommen.
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Abbildung 2.52: Passieren von Eigenfunktionen. Die (Am = 6)-Resonanz fithrt
zum Austausch der Position der Wellenfunktionen in ein Spektrum. Die Ei-
genfunktion (blau bzw. dunkelgrau) mit m = —4 tauscht ihre m-Position mit
der (m = 2)-Eigenfunktion (griin bzw. hellgrau) in der ersten 6-Resonanz und
anschliessend mit der (m = 8)-Eigenfunktion (schwarz). Dies entspricht einem
Wandern der Eigenfunktion von der Gegend des Pol-Fixpunkts B in die Re-
gion von Pol-Fixpunkts A und wird durch die KAM-Insel eines 6-Orbits er-
moglicht. Wir haben adiabatische Verdnderungen in der Poincaré-Fliche. Die
ausgetauschten Eigenfunktionen, welche nicht weiter wandern, sind in der Re-
sonanz iiber hyperbolischen 6-Punkte “gewandert”.
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2.2.4 Vergleich mit dem klassischen, linearen Rydberg--
Mobolekiil

Der Einfluss, der die KAM-Inseln bildet, wirkt auch auf die Eigenfunktionen,
wie im vorherigen Abschnitt gezeigt. In diesem Abschnitt vergleichen wir

e Storungen in der Phasengeschwindigkeit versus Anteil an Chaos.

e Stérung von m(d) der Eigenfunktionen versus chaotischer Region in der
Poincaré-Abbildung.

o Eigenwertdynamik des Eigenwerts zu L, = L fiir 4 = 0 versus Bifurkation
des Fixpunktes A.

2.2.4.1 Stérung der Phasengeschwindigkeit versus Chaosanteil

Abbildung (2.53) zeigt den klassischen Chaosanteil versus dem relativen Phasen-
geschwindigkeitsspektrum. Ein hoher Chaosanteil korrespondiert zu einer stark
gestorten, relativen Phasengeschwindigkeits. In Bereich wy; = 1...1.5 ist um
log(d,,) = 0 ein “Ameisenrennen” in der relativen Phasengeschwindigkeit sicht-
bar, was sich als hoher Chaosanteil in der klassischen Mechanik widerspiegelt.
In Bereich w; = 3.5...4.0 ist nur eine geringe Stérung und somit ein gerin-
ger Chaosanteil erkennbar. Die Form der einzelnen “Blocke” wy =z ...z + 0.5
verdndert sich mit steigendem w;. Laufen wir von links an so einen Block ran,
so treffen wir bei geringem w; zuerst den unteren Blockteil an, wihrend mit
steigendem w; auch die Position im Block ansteigt. Bei w; = 3.5 treffen wir
zuerst den mittleren Blockteil an. Dort kénnen sich also zuerst Eigenfunktionen
manifestieren, wihrend beide Pol-Fixpunkte eine hyperbolischen Zustand besit-
zen. Mit steigendem w; manifestieren sich dann Eigenfunktionen “auf dem Weg”
zu den Pol-Fixpunkten. Dies entspricht dem Wandern von Punkten zu den Po-
len hin, wéhrend die Windungszahl ihr Maximum bei o = & (= log(d,,)) hat.
Schlussendlich ist der Verlauf der linke Flanke der Blocke von oben links, nach
unten recht, so wir im Rydberg-Atom fiir die ﬁ—r’;—Resonanzen mit Am = 1,2
besprochen.

2.2.4.2 m($)-Spektrum versus Strukturen in der Poincaré-Abbildung

Abbildung (2.54) zeigt links das relative Phasengeschwindigkeitsspektrum und
rechts die Strukturen in der Poincaré-Flache fiir w; = 2.72. Ein direkter Ver-
gleich ist, aufgrund der verschiedenen Definitionen von N = J, schwierig. Im
unteren Teil beider Figuren herrscht Ordnung, was durch die ungestérte Pha-
sengeschwindigkeitsverteilung und die regelméssigen “Linien” in der Poincaré-
Abbildung sichtbar ist. Im mittleren Bereich, um m = 0, ist eine Resonanz mit
der 22 = 2.Struktur im m(5)-Spektrum erkennbar, welche dem 4-Orbit im
klassischen System entspricht. Der anschliessende 6-Orbit korrespondiert mit
der sehr schwachen Resonanz bei (wj,m) ~ (2.72,18). Der abschliessende 2-
Orbit entspricht wiederum der Hauptresonanz. Der hyperbolische Zustand von
Pol-Fixpunkt A (m = 40) ist gut sichtbar und die dazu korrespondierende Liicke
im m(0)-Spektrum.

Diese Abbildung zeigt auch schon, was bei einem statistischen Ansatz alles
vermischt werden wiirde und welche Informationen verloren gingen.
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Abbildung 2.53: Klassischer Chaosanteil (o) versus Phasengeschwindigkeitsspek-
trum. Ein hoher klassischer Chaosanteil korrespondiert mit einer stark gestor-
ten, relativen Phasengeschwindigkeits, wihrend im Bereich w; = 3...4 eine
hohe Ordnung und somit geringer Chaosanteil herrscht.

Abbildung 2.54: Stérungen im relativen Phasengeschwindigkeitsspektrum
(wy, m) versus den Strukturen in der (3, m)-Poincaré-Abbildung. Die geordnete
Struktur im Bereich (m = —40...20) ist in beiden Darstellungen ersichtlich.
Die Storungen, welche die 2- und 4-Orbits bilden storen auch das Spektrum
links. Der 6-Orbit ist auch schwach im Spektrum erkennbar.
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2.2.4.3 Husimiplot versus Poincaré-Abbildung eines 6-Orbits

Betrachten wir die Am = 6 Resonanz aus Abbildung (2.51) und vergleichen
wir die zwei Husimiplots mit der klassischen Poincaré-Abbildung des 6-Orbits,
so erhalten wir die Abbildung (2.55). Es ist klar die Konzentration der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit einer Eigenfunktion auf die KAM-Inseln des elliptischen
6-Orbits ersichtlich. Die andere Eigenfunktion befindet sich an den Punkten des
hyperbolischen 6-Orbits, welche Haufungspunkte der Poincaré-Abbildung sind
und somit auch eine erhdhte Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Eigenfunktion
nach sich zieht.

Abbildung 2.55: Husimiplot versus Poincaré-Abbildung. Die Eigenfunktion im
linken Husimiplot liegt auf den hyperbolische 6-Orbits, wihrend die Eigenfunk-
tion des rechten Husimiplots auf den elliptischen 6-Orbits sitzt.

2.2.4.4 Eigenwertdynamik des (m = L)-Eigenwertastes versus Bifur-
kation des Fixpunktes A

Der Knick der (m = £L)-Eigenwertéste in den Subspektren der Eigenwertdy-
namik korrespondieren mit den Bifurkationen der Pol-Fixpunkte der Poincaré-
Abbildung. Abbildung (2.56) zeigt die Uberlappung des Knicks des (m = L)-
Eigenwertastes (o) und den Verlauf der Kopplungen, fiir welche das klassische
Modell eine Bifurkation des Fixpunktes A aufzeigt. Die beiden Verhalten stim-
men in etwa iiberein.

2.2.4.5 Dynamik der Poincaré-Abbildung und die Quantenmechanik

Die Dynamik der Poincaré-Abbildung und die daraus entstehenden Strukturen
spielt eine entscheidende Rolle fiir die Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit der Eigenfunktionen im Husimiplot. Als Beispiel haben wir den Vergleich
mit den 6-Orbits und den Husimiplots der korrespondierenden Eigenfunktionen
gesehen. Eine quantitative Analyse bedingt ein Selektionskriterium, welches die
in Frage kommenden Orbits fiir die Eigenfunktionen einschrinkt. Solch ein Se-
lektionskriterum ist noch ausstehend. Wére ein Selektionskriterum vorhanden,
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Abbildung 2.56: Bifurkationen des Pol-Fixpunkt A und der Knick in dem (m =
L)-Eigenwertédsten der Subspektren der Eigenwertdynamik. Es ist eine mehr
oder weniger gute Ubereinstimmung ersichtlich, wobei die genaue Festlegung
des Knicks im Eigenwertast das grosste Problem darstellt.

so kénnte auf Basis des Models der Husimi-Energie-Flachen, ein Model, wel-
ches die klassische Dynamik beinhalten, erstellt werden. Dieses Model kénnte
dann die pu-Abhéngigkeit der Eigenwertdynamik beschreiben und zusétzlich die
Position der Eigenfunktion im Husimiplot vorraussagen.

2.2.5 Interpretation und Schlussfolgerung

Das Verhalten des klassischen und quantenmechanischen System zeigen viele
Parallelen, was auf der einen Seite zu erwarten war, auf der Anderen aber doch
erstaunlich ist. Besonders die reltive Phasengeschwindigkeit bietet die M6glich-
keit eines Vergleich des Entwicklung beider Systeme als Funktion von v; bzw.
wy.

Eine quantitative Analyse konnte aufgrund des Fehlens eines geeigneten Se-
lektionskriterium, welches die in Frage kommenden Orbits fiir die Eigenfunktio-
nen einschrankt, nicht durchgefiihrt werden. Mitunter ist die unterschiedliche
Definition von N = J ein Grund.

Wir fassen hier die Resultate kurz zusammen.

2.2.5.1 Klassische Mechanik

Wir haben fiir das klassische System folgende Resultate:

e Das System zeigt “atmendes” Chaos, welches durch die Windungszahlver-
teilung und der Bedingung w = § r € N erklart werden kann.

e Die Poincaré-Abbildung zeigt drei unterschiedliche w-Verteilungen, wel-
che die Bewegung der periodischen Punkte und das Verhalten der Pol-
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Fixpunkte A und B beeinflussen.

e Der Pol-Fixpunkt A erzeugt im Grenzfall v; — oo unendlich viele 1- und
2-Orbits, wiahrend Pol-Fixpunkt B nicht im Stande ist dies zu absorbie-
ren. Dadurch werden die elliptischen Orbits zu parabolischen Orbits im
Grenzfall v; — oco.

e Die ﬁ—g—Resonanzen des quantenmechanischen Rydberg-Atoms bedeuten,
dass zwei Zustidnde die selbe Energien besitzen. Bei diesen Energien sind
(s = Am)-Orbits in der Poincaré-Abbildung vorhanden. Das Eigenwert-
spektrum erlaubt uns die a-Position der (s = Am)-Orbits zu berechnen.
Im Rydberg-Molekiil ist eine Verschiebung vorhanden. Die elliptischen s-
Orbits bilden die Zentren von s KAM-Inseln. Im Fall dass s gerade ist
existiert nur eine KAM-Inselkette, wihrend bei s ungerade zwei unabhén-
gige KAM-Inselketten existieren.

e Ist die Windungszahlverteilung w(«a) gleichméssig und ist nur ein kleiner
w-Bereich in der Poincaré-Flache vorhanden, so bilden sich grosse KAM-
Inseln.

e Es wurden zwei Hauptrichtungen im Parameterraum als Wege ins Cha-
os untersucht. Der eine Weg ist die Erhohung der Windungszahl, was zu
einem kleineren a-Bereich pro Fareybaum fiihrt, aber viele Fareybdume
zuldsst, da sich die Windungszahl mehrmals um die Sphire windet. Der
andere Weg fiihrt {iber eine Erhchung der Kopplung, was zu einer Erho-
hung der Anzahl sekundérer Strukturen fiihrt.

2.2.5.2 Quantenmechanik
Fiir das quantenmechanische System habe wir die folgenden Resultate:

e Die (n,m = +L)-Eigenwertéste in der Eigenwertdynamik sind beinahe
unabhingig von der Kopplung p bis ein Knick bei einer kritischen Kopp-
lung p. erfolgt. Der Knick korrespondiert mit der elliptischen Bifurkation.
Das Erscheinen bzw. Verschwinden der kritischen Kopplung p. bei Null
korrespondiert mit der hyperbolischen Bifurkation.

— Die kritische Kopplung fiir den (n,m = +L)-Eigenwertast beginnt
bei Null fiir v; = 1 und wird grésser mit steigendem v;. Am Punkt
an dem eine AA—;’L—Resonanz mit Am = 2 und An € N auftaucht er-
scheint auch ein neuer Knick, solange der Pol-Fixpunkt A das Evo-
lutionsschema 2 hat.

— Die kritische Kopplung fiir den (n,m = —L)-Ast beginnt mit einem
hohen Wert fiir v; = 1 und wird kleiner mit steigendem v;. Am
Punkt an dem die %—Resonanz auftaucht, verschwindet die kritische
Kopplung. Danach erscheint ein neuer (n, m = —L)-Eigenwertast mit
einer hohen kritischen Kopplung. Die Eigenwerte befinden sich im
Zentrum der neuen KAM-Insel.

e Die (+)-Eigenfunktionen passieren die Pol-Fixpunkte durch ein bifurkati-
onsdhnliches Verhalten, welches eine hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit
am Pol-Fixpunkt aufweist, unabhéngig ob der Pol-Fixpunkt bereits hy-
perbolisch ist.
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Die (—)-Eigenfunktionen passieren die Pol-Fixpunkte durch ein bifurkati-
onsihnliches Verhalten, welches eine sehr geringe Aufenthaltswahrschein-
lichkeit am Pol-Fixpunkt aufweist, unabhingig ob der Pol-Fixpunkt be-
reits hyperbolisch ist.

Die relative Phasengeschwindigkeit d erlaubt uns eine mittlere magnetische
Quantenzahl m zu berechnen. Eine Stérung der Eigenfunktionen wirkt sich
auf m aus. Durch eine (m, w y)-Darstellung kann der Einfluss der Dynamik,
welche die klassischen Strukturen erzeugt, auf die Eigenfunktionen studiert
werden. Somit kann eine klare Zuordnung der Storung zu entsprechenden
KAM-Inselstrukturen erfolgen.

Die beobachteten Storungen zeigen, dass eine Resonanz zwischen Eigen-
funktionen mit Am einer Windungszahl w; = AA—;; mit Am als Nenner
entspricht. Kleinere Storungen werden durch die grosseren beeinflusst und

in wy verschoben.

Die “clear zones” im Nag-Spektrum kénnen den beobachteten Zonen ge-
ringer Eigenwertdichte als Ergebnis des Zusammenfallens der (+)- und
(—)-Eigenfuktionen entsprechen.

2.2.5.3 Diskussion

Diese Arbeit kann die Grundstukturen des Eigenwertdynamik erklaren und das
Auftauchen von Resonanzen in der Quantenmechanik, aufgrund der periodi-
schen Orbits in der klassischen Mechanik, vorraus sagen.

Die Hauptergebnisse sind :

e Quantenmechanische Resonanzen entsprechen AA—Z—Resonanzen und kor-

respondieren mit den (s = Am)-Orbits der klassischen Mechanik.

e Die “clear zones” des Nao-Spektrum kénnen den beobachteten Zonen ge-

ringer Eigenwertdichte als Ergebnis des Zusammenfallens der (+)- und
(—)-Eigenfuktionen entsprechen. Somit sind die Zonen nicht ein Ergeb-
nis der Periodizitdt von w;, sondern benétigen die Bedingung, dass die
“Quell-Linie” sich nicht in den Fixpunkten befindet.



Schlussfolgerung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden viele Zusammenhinge zwischen klassischer Mechanik
und Quantenmechanik am Beispiel des Rydberg-Atoms und des linearen Ryd-
berg-Molekiils studiert. Die Stirke dieser Arbeit ist es, dass sie auf einem Model
beruht und nicht auf einer Hamiltonfunktion, welche in iiblicherweise klassisch
formuliert und dann auf die Quantenmechanik adaptiert wird. Dadurch kon-
nen die beiden Beschreibungen als wirklich abhingig betrachtet werden. Die
Schwiche dieser Arbeit resultiert aus eben dieses Nichtvorhandenseins der Ha-
miltonfunktion, was nur ein qualitativer Vergleich ermoglicht.

Diese Arbeit stellt einen guter Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen
betreffend Rydberg-Systeme dar, weil das Grundversténdnis {iber die Ablaufe im
Eigenwert-Spektrum mit der Dynamik auf der Poincaré-Flache in Zusammen-
hang gebracht wird. Solche weitere Arbeiten sollten unteranderem die folgenden
Punkte untersuchen:

e Die Unterschied der Definition von N = J zwischen klassischer Mechanik
und Quantenmechanik bedarf eine genauere Untersuchung. Wiinschens-
wert wire eine Art “Anpassung” beider Definitonen als Grundlage fiir einer
quantitativer Analyse.

e Die radiale Komponeten des Systems, welche bis jetzt ausgeklammert wur-
de, muss auf irgend eine Weise beriicksichtigt werden. Dies sollte es ermog-
lichen den qualitativen Vergleich mit der Quantenmechanik zu erweitern
und gegebenenfalls eine Briicke zu einem quantitativen Vergleich bilden.

e Der Ubergang des klassischen Systems ins Chaos muss noch detailierter
untersucht werden.

o Die Dynamik der Eigenwerte v, v des Energie-Parameters muss weiter
nach interessanten Konstellationen untersucht werden

Fiir Untersuchungen im Rahmen der semiklassischen Physik, kann diese Ar-
beit, da sie auf einem konkreten Model basiert, zum Verstindis des Ubergangs
zwischen Quantenmechanik und klassischer Mechanik beitragen. Dies beziiglich
muss aber noch einige Arbeit vollbracht werden.

Es wird mir vermutlich nicht vergénnt sein, weitere Arbeiten zu diesem The-
ma auszufithren. Obwohl, wer weiss ?
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Anhang A

Anhang

A.1 Klassische Rydberg-Systeme

A.1.1 Rydberg-Atom
A.1.1.1 Berechnung N aus J,L und «

Wir haben
= N+L (A1)
J? = (N+L)? (A.2)
= N2+ L?+2NLcos(a) (A.3)
= N2 4 L?(sin®(a) + cos?(a)) + 2N L cos(c) (A.4)
J? = (N + Lcos(a))? + L?*sin?(a) (A.5)
und l6sen nach N auf
J? = (N + Lcos(a))? + L?sin*(a) (A.6)
J? — L?sin’*(a) = (N + Lcos(a))? (A7)
J? — I[2sin*(a) = N + Lcos(a) (A.8)
N = —Lcos(a)+y/J? — L2?sin*(a). (A.9)
A.1.1.2 Gleiche Windungszahl w fiir verschiedene N
Im N_,..-Koordinatensystem haben wir
w = 2BNJ? (A.10)
w(Nl) = w(NQ). (A].].)
Mit
N3 = Novs (A.12)
N1 - 1] 3
N () a1

109
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und
vy
v o= A4
V1+2BU2(N? - J?) (A1)
(A.15)
haben wir
NI (142BA(N3—JY\? (A.16)
Ny \1+2Bv3(N} - J?) )
<%> [1+2Bv3 (N7 — J?)] =1+ 2Bvj (N3 — J?) (A.17)
2
N1 % Nl %
(E) —1=2BJ |(N} - J?) - (E) (N3 — JQ)] (A.18)
und schlussendlich
N, 3
e )” 1
vy = (N"*e) . (A.19)

25 (v - ) - (3)" Vg — )

Diese Gleichung berechnet den Energie-Parameter vy, bei welchem die Systeme
fiir die zwei verschiedenen Drehimpuls NN; die gleiche Windungszahl w besitzen.

A.1.2 Rydberg-Molekiil
A.1.2.1 “Back repulsion” der Kollision

Wir starten mit

Li + Ny =Ly + Ny (A.20)

in sphérischen Koordianten
Lsindycospr + N1 = Lsindscos(pr + 0p) + Nacosdyp'  (A.21)
Lsindisingp; = Lsindgsin(p; + dp) + Nasindyp'  (A.22)
Lecos?y = Lcosvs (A.23)

mit ¥; = 9¥3. Von (A.21) und (A.22) konnen wir Ny und d¢’ bestimmen. Der
neue Winkel g ist dann

g2 = @1+ 0p + 0y’ (A.24)
mit
Lsin® [sin i + sin(e1 + d¢)]
/ = A.2
6(‘0 arctan Lsin®d [COS ©1 + COS(SDI + (SQD)] + Nl ( 5)
und

dp = K cos . (A.26)
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A.1.2.2 Lyapunov-Exponent fiir Abbildungen mit beschrinktem Wer-

tebereich

Wir wollen hier das Verhalten des Lyapunov-Exponenten fiir diskrete Abbildun-
gen mit beschrinktem Wertebereich untersuchen.

Fiir stetige Abbildungen mit unbeschrénktem Wertebereich wird der Lyapunov-

Exponent als Limes der Zeit (t — oo) formuliert, um das Langzeitverhalten der
infinitesimalen Startumgebung (lim.,_0) zu analysieren:

A= lim lim %m <@> (A.27)

Im Abschnitt zum Rydberg-Molekil haben wir eine Definition des Lyapunov-
Exponenten fiir diskrete Abbildungen mit beschrinktem Wertebereich erhalten:

. . 1 - Eni
A= fim lim 5> (—) : (4.28)

Hier ist m die Anzahl “Zuriickskalierungen” auf den Abstand 9 nach dem der
Abstand grosser als ,,,., geworden ist. Da wir den Limes nie erreichen, definieren
wir einen “praktischen” Lyapunov-Exponenten Ay .,

1 & En
o = — In | =) . A2
AN o Nzi: n(so) (A.29)

Der letzte Entwicklungsschritt N wird auch als Zuriickskalierung betrachtet.
Somit ist n,, die Anzahl Schritte zwischen dem letzten “echten” Zuriickskalieren
und dem letzten Entwicklungsschritt N.
Wir definieren nun, dass sich jeder Quotient als Exponentialfunktion dar-
stellen 1asst
Sni _ ghini, (A.30)
€0
wobei \; so etwas wie ein zugehoriger Lyapunov-Exponent ist. Somit 1dsst sich
Gleichung (A.29) umschreiben und wir erhalten

1 m
AN,eo = N Z Ain; (A.31)

Wir kénnen nun drei verschiedene Situationen in der Abbildung antreffen:

konstantes Geschwindigkeitsfeld Es findet kein Zuriickskalieren statt, da
sich der Abstand zwischen den beiden Punkten nicht verdndert. Somit
wird m =1 und n; = N, was zu Ay, = A1 filhrt. Auf der anderen Seite

ist e’V =1, da 8;:’ = 1 und somit Ay ¢, = 0 fiir alle N > 0.

konstanter Geschwindigkeitsgradient Die Geschwindigkeit des Ghost né-
hert sich immer mehr der Geschwindigkeit des untersuchten Punktes an.
Daher wird die Differenz |e,, 1 —¢,, | immer kleiner und es resultiert lim,, o,
1, d.h. lim,,_ o A\; = 0. Definieren wir ¢,,,, = €9 und wihlen die Position
des Ghosts auf einer Senkrecht zu untersuchten Bahn mit dem Punkt im

En+1

En
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Lotpunkt, so wird nach jedem Schritt “Zuriickskaliert”, was zu n; = 1Vi
fiihrt. Da der “praktische” Lyapunov Exponent als

_ M+ ...+ AN (A32)

>\N,Eo N

definiert ist und der Nenner schneller wichst als der Z&hler, resultiert eine

Konvergenz gegen Null.

chaotische Situation Die Umgebung der untersuchten Bahn verhélt sich bei
jedem Schritt anders, ohne irgend eine Tendenz. Der Ghost kann sich nicht
in eine bestimmte Richtung ausrichten. Somit besitzt jeder Schritt einen
anderen zugehorigen “Lyapunov Exponenten )\;”. Definieren wir wieder
Emax = €0 80 konvergiert die Summe (A.32) nicht. Der erhaltene Lyapunov
Exponent Ay ., wird gross sein.

A.2 Quantenmechanik des Rydberg-Systems
A.2.1 Rydberg-Atom

A.2.1.1 Berechnung von m aus v;, , und d;,

Wir haben die Relationen

n = Vinm 7\3/ 5J,n,m (A33)

N = J-m. (A.34)

Die Relationen setzen wir in

1 1
BN(N+1)—— = BJ 1) — —— A.
(N+1)- 5 1)~ g (4.35)
ein und erhalten
2
B(J J 1)—BJ(J+1 63’”’m L A.36
( - m)( —m+ )_ ( + ) - 2”3,n7m - 2”3,n7m ( . )
B(2J 1 LoGi 1)
—m ( —m+ ) - 21/.2]1n7m ( Jn,m ) ( 37)
Es resultiert eine quadratische Gleichung
1 2
2 _ 53 -
m? —m(1+2J) + o — (1= 050m) 0, (A.38)
welche
(1+27) - \/(1 +2072 = gt— (1-6],,..)
J,n,m [
— (A.39)

2

als Losung besitzt.
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