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ω = 2BNν3
N .
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(
αn+1

βn+1

)
=
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αn
βn + 2π 2BNν3

N

)
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°�¯8�~�¡ ¢�?�����]�¡�E�w�~�¾�w�E©à�������*�H����ÑU�]�¡ ¢�?�¡���]Ñu�]�?� Ò Ñ~¥6 ¢­k�E�]�?¦?�«�B�����HÓ'���6� � ·p§�¥���]���~�w�v�<�~�?�w�¡¦?�?�8�6��� � 2 ¦?�~�¾�w���?�w���*�¢®�»w�Q�E�E�����k���6� � ¦?� M̂

�����:�H�w�ô�*�¢®�»]�]�¡�B�����u�±£
§¨���?­6�w�

δϕ′
�w�L�¢�B�?�¡�« ¢�6�Q°-²8�]�k�*�¢®�»w�Q�E�E�����~�E§¨���~­��w��­p¥��?�î¥��«�)»w¦u�E®��E»w���« ¢�?�w�k²,�E�]�L§¨���?­6�w�

�6��� ® ¥�¦H©à�6�s©é¥6�E�B�¨§'�]�¡�H�]�-°
!#=K8|�ö89þ%^R=?')'@13FB$
')ùä13$
&-=?h

δϕ
�«�±�º¥��L�¡���Eú%�����w�E�¡���¡ ¢�ÏÑU�w»wß~������ ¢� �H�w�ºÌ%ú%�����s�¡�E���

ϑ → π − ϑ �¡�]�E�-°f�H�w� xy £¿ä*Ñu�]�?����� � core
£yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w��°U²,¥ ® �w���^¯¨ÝH�«¥���£�6�w­L�E�6�=�«�±��©àß?�?�E�'�]���~�/Ì%�?���w�6�w��¦?�?��¥����H�]�

x0z
£¿ä*ÑU�w�?�,»w¦

ϑ→ π−ϑ ¦?�u� ϕ→ π−ϕ¦~�~�h�E�����Ø�'»w¦
δϕ→ −δϕ

�
ü[�#� °%²8���]�E�<ë:�w�¡�~¥��Ø�¡�w�����6�

δϕ
§¨���'¥��ö�w���H©é¥6 ¢�~�±�¡�w���H¦?�¢ ¢�

�?���â²,�sæ~�~�Ø�¡���6�
δϕ = K cosϑ

Û Y ° �[Z Þ
�¡�]¥����«�E���]�B�Q·U§���ÑU�w�

K
�H����õ,���~�?��¦~�?�6�B�¡®��E­6�¾¥��á�H�w�î¥��?�«�E���E�¡���U�w�Ú�����E�]�6�¡��¥���¥��L�E�w���NÑu�w£

�¡ ¢�?�¡�w��ÑH�]°]²8���]�E�=²,�sæ~�?���E�����k­6���¡�E�Q�B�U���u�H���]�B�W���Ø���H�w�{�sÝH�u�]�E�����w�L�E�]�����?��¥�¦~�E��Ñ?���w�Ùí,¦u¥��H£�¡�w�~�?�s©à�w­L�
µΛ

�
ü[�

µΛ = µ0 −
K

4πL
Λ2.

Û Y ° �`q Þ
�$� 6������%����
��%�3��07�1�����

x0z
&,�H�;�������$������
����$��� �Y����07����6

ϕ→ 2π−ϕ ��� ���,�Y:'�50���
��  �*+�¡076 � ��
��8�L&��6��'�¢�����}�^����9�����"$������6'���8����
���£L��
����$����6����¢076��8�o�$��������������
��%�N�;�����8������� �}��07�5¤H"$������
��8�����o¥�"$�¦�����07����6
ϕ→ π − ϕ

6����
ϑ→ π − ϑ �§� �'�%��:
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µ0
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+1
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Λ
���6� ® ¥�¦H© M̂

�«�B��ä*�¡�~¥��Ø�¡¦?�?�6�E���¡Í6�¡�E�h�H�w��õ8�6�����«�B�����-°�²8�]���*�¡®�»w�Q�E�E���6�~�E§¨���?­6�w�*�«�B�
�6�w���]Ñu�]�c¥����

δϕ = −2π
∂µΛ

∂Λ
= K

Λ

L

Û Y ° ü�¼ Þ
¦?�u�ø��¥pÝH����¥���§'�]�?�

Λ = L
°:²/¥��H¦?�¢ ¢�ø�]�E�6��Ñ?���E�� ¢�ø©àß?�h�H���cõ,���~�?��¦~�?�

K
���Ø�E�E�]����/���w�« ¢�%¦?�?�ÜÛ Y ° �`q Þ

K = −4π
µΛ

L
.

Û Y ° ü%Y Þ
×�����Ñu�]»w�w�« ¢�?�?�]�c�?�w��í,¦u¥��L�E�]�~�H�s©à�]­L�

µΛ
­%¦?�¡»/�����

µ
¦?�~�t���]�E§��w�u�H�w�h���?���H¦?�¢ ¢�?���w£�?�]�~��¥��«���:¥��¢¥����s�¡�w��©àß?�<�H���âõ8�6�?�?��¦?�?�u°

!#=K8¢�ö89þ%^R=K'@'@13FB$
')ùä13$
&-=?h
δϕ′

�H�]� Ò Ñ~¥� ¢­)�¡�w�?¦~���E���6�%Ó*���B�:�H����õ,���~�E�)�L¦?�]�?»'�H�]���=�¡®�£»]�]�¡�B�����^����� ® ¦?� M̂
¦?�~�î�H�]�â²8�¡�w�~�����?¦?�«�E�w�¡�~¥����E¦?�~�

L1 + N1 = L2 + N2
°-²,�w�×����?­��]�f»w§¨�«�E ¢�~�w�

N1
¦?�~�

N2
���B�<�H�w�8���]�E¦~ ¢�L�E�/�*�¢®�»]�]�¡�B�����~�E§¨���?­��]�

δϕ′

δϕ′ = arccos

(
N1N2

|N1||N2|

) Û Y ° ü6� Þ
¦?�u�"§¨���¢�î¥�¦H© ® ß?ÑU�w�E�E�¢¥��6�w�-°�²/¥��?¦?�¡ ¢�"§¨���¢�"�H���tù¨���¢¥p�E�����ï�?�]�E� core

£¿õ,�%���¢�H���u¥p£
�¡�w�~�EúH�±�¡�w� �6�w�¡�?���u�H�w�¡�-°
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ϕ
ó

ϕn+1 = ϕn + δϕ+ δϕ′.
Û Y ° ü�ü Þ

ñy� �
core
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α
¦?�~�

β
°²,���Q�B�tÑ?�����H�]�ø­6���?»]�w�L�E�¡���¡ ¢�?�hõ)�¡�w�«�B��¦?�

M̂
Ûé¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� Y ° YQ� Þs°�ä=���«�±���w�¢�B�« ¢�L�E���� ¢��·
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ω(α)
©àß?�

β = π
2

¦~�~�
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ω = limα→0,π ω(α, β)

�w���?�,¬~¦?�?­L�E�������6���
β
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ä=�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?�h�H�w�¨�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�¡�k�B�]��Ñ~�B�]°
ABø \ ø /Pø�c !p1H=©��FB13$.g`"e8��RS�kMO
O]13hHI
,.$.*³I.=?'	h313$.=?"e89=?$�LMN(IPOQ=R89*+S � FBh3=K&(5.h3'
²,���k���6���u w¥����s£y¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~��Ûl¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?� Y ° YQü Þ��H�Q�������?�]¥��E�]�cù<ú%�?Ñu�]�E��£¿¹Ü�6���]­%ß?���

® n+1 = RNM R ?A@8B RMN R C'@�D�B ® n Û Y ° ü ý Þ

RMN

RNM

Rcol

Streuung

RCoul

Keplerbahn

Rydberg−Molekül

¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?� Y ° YQü ó?ÌH ¢�?�¡���B�E�â�?�w�¨�N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�
�E�s�¡»s�<�E�� ¢��¥�¦~���H�]�Õ´'��¦~���6�¾Ñ~�¡ ¢�?�¡�Ø�E�

R C'@8D�B �H�w�¨ù¨�]�������ª��� � ·?�H�]��õ8�6�����«�B�����~�¡�¡ ¢�?�E���B�
R ?A@�B �H�]��ù<�w�������«� kQ� ¦?�u��»]§'�]�)õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�L�E�¢¥��~�B©à���¡��¥p�¡���6�?�w�

R >#= ¦?�u� R =;>»]§¨���¡ ¢�?�]�ø�H�w�ø���w�¡§��w�~�H�w�E�]�ïõ8�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w���w�î»]¦~�E¥������]�-°�ñy�
²,�s�¢¥������~¥�ÑU�w�
§¨���Qó
Y °

R C'@8D�B ¥��«�8´'��¦?�����ÙÑ~�¡ ¢�?�E���B�¨��� � core £yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w��ó
® N,2 = R C'@8D�B ® N,1 Û Y ° üLð Þ

���Ø�
R C'@8D�B =




cos(δβ) sin(δβ) 0
− sin(δβ) cos(δβ) 0

0 0 1


 Û Y ° ü f6Þ

§���ÑU�w�
δβ
¥�¦~�¨�?�w�ãù<ú%�?Ñu�]�E��£¿¯��¡����£¿¬u¥����f�±�¢¥����â�Qó

δβ = 2πω = 2π2BNν3
N .

Û Y ° ü%¸ Þ
� °

R >#= ¥��«�âõ,�%���¢�H���u¥p�E�]�L�E�¢¥��~�B©à���¡��¥p�E�����Ü�6��� � core £¿õ,�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]�\»w¦~��
core

£yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w��ó
® M,2 = R >V=%® N,2 Û Y ° üRZ Þ

���Ø�
R >#= =




0 0 −1
0 −1 0
1 0 0


 .

Û Y ° üRq Þ
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R ?A@8B = R ¬�­¡®,? R ­¯®,¬ ¥�����õ,�������«�B�����u�E�¡ ¢�?�¡�Ø�E�=���Ø�<�H�]�'�*�¢®�»]�]�¡�B����� R ¬�­¯®,? ¦?� δϕ
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R ­¯®,¬ ¦~� δϕ′
ó

Ûé¥LÞ ¶ �w�¡�] ¢�~�L¦~�?�Ù�6���p­
J = N + LM,2

Û Y ° ý ¼ Þ
ÛàÑuÞ

R ¬�­¡®,? ¥��«���*�¢®�»w�Q�E�E�������6��� ® M,2
¦~�

M̂

® M,3 = R ¬�­¯®,?�® M,2
Û Y ° ý Y Þ

�����
R ¬�­¡®,? =




cos(δϕ) sin(δϕ) 0
− sin(δϕ) cos(δϕ) 0

0 0 1


 Û Y ° ý � Þ

¦?�u�
δϕ = K cosϑ.

Û Y ° ý ü Þ
Ûé ]Þ ¶ �w�¡�] ¢�~�L¦~�?�â�H�]��²,�E�]�L§¨���?­6�w�«�

δϕ′
�H�w� Ò Ñ~¥6 ¢­Ù�¡�w�~¦?���E�����%Ó¿£S�=�¡®�»w�]�¡�E���6�Ù�6���� �~¥� ¢�

N ­¡®,¬ ó
N ­¡®,¬ = J− LM,3

Û Y ° ý�ý Þ
δϕ′ = arccos

( �
N ­¡®,¬

| � ||N ­¡®,¬ |
)
.

Û Y ° ý ð Þ
²,���â²/¥��¢�B�E�w����¦?�?����� ® §¨���¡�t���ã¯<�~�~¥��?�ÜÛl¯â° Y ° � ° Y Þ'���]»w�w�����Q°

Ûé�~Þ
R ­¡®,¬ ¥��«���*�¡®�»w�Q�E�E���6�t�6��� ® ¦?� δϕ′

® M,4 = R ­¡®,¬µ® M,3
Û Y ° ý fLÞ

�����
R ­¡®,¬ =




cos(δϕ′) sin(δϕ′) 0
− sin(δϕ′) cos(δϕ′) 0

0 0 1


 .

Û Y ° ý ¸ Þ
ý °

R =;> ¥��«�/õ8�%���¢�H���~¥p�¡�w�L�E�¢¥��u�±©à�6�E��¥p�¡���6���6��� � core
£yõ8�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w�ã»w¦?��

core
£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��ó

® N,5 = R =;>]® M,4
Û Y ° ý Z Þ

�����
R =;> =




0 0 1
0 −1 0
−1 0 0


 .
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ð °¨¤8®� ¢�u�±�¡�w�,´'��¦~���6�¾Ñ~�¡ ¢�?�¡�Ø�E�/°�°�°
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RP
���B�<�B�6���Ø�<�6�w���]Ñu�]�c¥����

RP = R ?A@8B °�± RMN R C'@�D�B RNM R ?A@8B °�± Û Y ° ð�¼ Þ
¦?�u�c�?���â²/¥��¢�±�¡�w����¦~�?�Ù�]�B©à�6�����¨��� �

core
£¿õ,�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]�����Ø�

® n+1 = RNM RP RMN ® n Û Y ° ðeY Þ
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E = BN(N + 1)− 1

2n2
= BJ(J + 1)− 1

2ν2
J,n,N

Û Y ° ð6� Þ
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B = 1/(2I)
Û
I . . .

½8¥�¦?�H�B�¡�¡®����?�]�Ø�¢�B���6���]�L�
�?�]��õ)�w�¡�~�

� YQ¼G� Þs·:�H�w� õ)�]�E�~�?�E�]�?�����?¦~���
N
·:�H�w��½8¥�¦?�H�¯�6¦u¥��L�E�]�?»]¥��?�

n ∈ N ·:�H�w��/�Q�E¥��â�¢�H�E�]�?�����~¦?���
J
¦?�~�^�H�w�^ä*���6�w�%§��w�E�E�

νJ,n,N
�6���

νJ
�����

νJ,n,N ∈ R+\{0} °�=�E�h½,¥�¦?�H�¯�L¦~¥��L�E�]�?»]¥��?�
n
�6��Ñ?�<�]�

2L+ 1
�6�w�¢�E ¢�~���Q�H�w�?�

νJ,n,N
£¿×^�]�B�¡�

νJ,n,N =
n√

1− 2Bn2(N(N + 1)− J(J + 1))
,

Û Y ° ð�ü Þ
�~¥

N
�H���k×á�w�E�E�

[J − L, . . . , J + L]
¥��~�?�w�?���]�t­p¥��~�-°?×����<Ñu�]»w�]�� ¢�?�~�w�c�����

δJ,n,N =
(√

1− 2Bn2(N(N + 1)− J(J + 1))
)−3

,
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ABø /Pø3ABø \ 0�1H*-=?$.4i,.$
&dV)13FB$.=K$
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R
¦?�u�t»]§'�]���]�¨×����~­��w�«¥��L�¡�w�����

Θ,Φ
�E ¢�?�¡�w��ÑU�w�

� YQüG�
Ψ = R(r)Θlm(θ)Φm(φ),

Û Y ° ð6ð Þ
�����

r
¥��«�:¯<Ñ~�B�¡¥��~�f·

θ
¥��«�N�N���«¥��E£-¦?�~�

φ
¥��«�:¯<»w���¾¦?�±§¨���?­6�w�~�?�]�*²,�E�]�?�����~¦?���E�]� ® ·������¶ �w�E�¢¥��

l
·?�H�Q��ä*���w­L�E�¡���~��¦~�~�c�*�E��÷±�w­L�E�����

m
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²,��� ê Í6�E¦?�?�6�w�û©àß?�h�H��� ¶ �w§��w��¦~�?�^���Ð�w���?�w�Ã­L¦~���w�«�EúL�����s�¡�E�«�¡ ¢�?�w�û�����E�]�6�¡��¥��<�B���~��6�w�6�wÑU�w���H¦?�¢ ¢�

Θlm = (−1)mil

√
(2l+ 1)

2

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)

Û Y ° ð fLÞ
�����

Pml (cos θ)
¥��«��»w¦?�6�w�6�¡�H�~�s�E��¸¹rHº�rG»�¼�v�rH�¡ ¢�?�k�N����ú%�?�����)¦?�~�

Φm(φ) =
1√
2π
eimφ.

Û Y ° ðL¸ Þ
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m
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Φ
�]���~�?�w¦H�¡���ï�«�B�]·=�Ù¦~�¡���E���º���

φ
���Ø���H�w�t���]�E���H�H�

2π
�U�w�¡���H�H�«�¡ ¢� �E�w���-°

²,���Q�,©àß?�?�E�)�?¥�»w¦-·W�?¥6�E�
m
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Θ
�E ¢�?�¢®��~­6�¨�H���k��Í������« ¢�?�w�c×^�]�B�¡�k¥�¦H©

m = −l, . . . ,+l �w���-°²/¥�§¨��� � ¥��«�¨�N���«¥��¢¥� ¢�u�B�,���w�¡§��w�~�H�]�-·H�w�L�¢�B�?�¡�« ¢�6�8�?���k�*�¡��÷±�]­L�E�����
m
���6� ® ¥�¦H©� ·?�H�]��­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w�

L cosα
°UÌ%�6�����¨�����Ø�

φ = α
¦?�~�c§¨���¨�u¥�ÑU�w�

Φm(α) =
1√
2π
eimα.

Û Y ° ð[Z Þ
²,���¾í,¦~¥��6�¡�w�?���Q ¢�~¥��?��­��w�¡��¥�¦?ÑH��­��]���?�)¯<¦u�E�¡¥��6�8ß?ÑU�w�¨�H���kù¨�� ¢�L�¡¦?�?������� ® ·H§��]�B£�~¥���Ñ���¥����E�� ¢� ® ¥�¦?©��]���?�]�ãõ)�]���w�f�����w���]�~�c���6�¡�B�E�]�����w�c­p¥��?�
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µ
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¦?�u�º�B�6���Ø�/�w���?��ÌL�¡�E�]¦?�?�~¥6�B�¾�w�¡�~®����]°Uñy��¬~¥������w���?�]�,���]Ñ?¦?�~�H�]�?�w�áÌ%úH�±�¡�w���<©àß~�?�B�)�H���
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• ¶ ¥������]�

� YQð@� �?¦?Ñ?����»w���w�E�E� Y@Z`ZLð �B�]���?�/¬?�6�E���w�~©àß?���H���,×^�]�����w�~��®��?���8�?�w��×á¥6�E�E�w�E£�±�¡�;½����~���]�-°Hñy�t�H���]�E�w��¬?�6�E���]�NÛ Y ° ð[q ·6�����~­%�¢Þ=���B�¨�w���?�,�u¥p�Eß~�E���� ¢�~�)åW¥��?�
n
�w�L�E�u¥���£
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n
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• ù¨úH�HÑu�]�E�
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n
�H¦~�¡ ¢�

(n − µ)
�]�¡�E�s�¡»s�]·
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µ
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E =
1

2n2
→ E =

1

2(n− µ)2
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• ¶ ���?�
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e = m = ~ = 1
Þ

[
−1

2

(
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
+ [V (r) −E]

]
Ψ(E, r) = 0
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F1 = s(ε, l; ρ) cos(πµ) + c(ε, l; ρ) sin(πµ)
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µ
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F

F (ε, l; ρ) =
F1

cos(πµ)
= s(ε, l; ρ) +K(ε, l)c(ε, l; ρ)
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r ≥ r0,

Û Y ° f ð Þ
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K(ε, l)
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K
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K(ε, l) = tan(πµ(ε, l))
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ε = −1/ν2
n, n ∈ N
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νn = n− µ(ε, l).
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¦?�u� |Λ >

°U²,���]�E�Ù×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w�î�B���~�^¥�Ñ?�~®��?�������6���
�?�w�)ò,�¡���w�L�E���w�¡¦?�?���H�Q�8¹Ü�6���]­Lß~��¥6 ¢�~�B�

M ≡ (θ, φ)
¦?�~�Ü�H�Q�8ù¨�« ¢�L�E¦?�?�L�B�6�w­L�E�6�¡�

r
�H�]�ä=���]­6�¡�E�6�~�]°�²8�]��ë:�]­L�E���

r
�~¥p�*�H���'×����?­6�w�

(ϑ, ϕ)
���Ù�]���~�w� ê ¥�ÑU���¡­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��H�H�]�

(ϑ′, ϕ′)
���^�w���?�w�\¹º�����w­%ß?��­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��°~²/¥��/¹Ü�����w­%ß?��­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±£

�¡�w��·%���Ø�
M
¥��«�'�u�6��¥��E�8¯¨ ¢�u�B�6·6§¨���¡���H¦?�¢ ¢���H�¡�w�U�?���L�¡�w�¡�w���~¥��~�?�w�'¥�¦~�E���s©àß~�?�B�¡�w�h²,�E�w£�%¦?�~���w�������=�H�w��ä*¦?���w�¡§¨���~­��w�

(χ, θ, φ)
¥�¦u�:�H�w� ê ¥�ÑU���¡­��%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w� �w�¡�~¥��Ø�¡�w��

���9� °H×����8�E�s�¡»s�E�]�
χ = 0

°
²,���8ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�����6�

N
·��6ß?�Ø�¡���k����ù¨�]������� ¶ ·�§��w�¢�H�w�h�?¦?�¡ ¢���]���?�/¯¨�?�H���E������?�w�Ù²,�¡�w�?�����?¦?�«�B�h�H�]�Ùõ)�]�E�?�¡���¢¥p�¡���6�Ú¦?�~�"�?�w�âä*���w­L�¡�E�6�?�w�%§��w�����]�H©à¦?�?­L�E�����î�]�E�~¥��Ø�¡�w��

�G�
Φ

(J,N)
M (r,M) =

∑

m

YLm(ϑ, ϕ)YN,M−m(θ, φ)× < Lm,NM −m|LNJM > .

Û Y ° ¸eY Þ½8���]�âÑU�]�H�]¦H�E�w�
Y
�H���hõ)¦~���w��©à¦?�?­L�¡���6�?�w�-·

M
�H�����E���¡¥�������¥����~�s�E�«�¡ ¢�?��í,¦~¥��L�E�]�?»]¥��?�

¦~�~�
< . . . , . . . >

�B�E�w�L�¨©àß?�<�?���Ù´'���wÑ~�¡ ¢�H£±�/���¢�H�w�tÑ?»w§k°~×����6�?�w�E£¿õ,�%��Å�»w���w�L�¡�w�-°
²,���kä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�c�6���

Λ2
·H��ß?���E�������cù¨�]��������¯â·~�E���~�

X
(J,Λ)
M =

∑

m

YLm(ϑ′, ϕ′)Ψ(J)
Λ,M (0, θ, φ)

Û Y ° ¸�� Þ
�����

Ψ
¥�����×á�w�����w�H©à¦?�~­6�¡���6�Ü�H�]�<�Eú%�����w�E�¡���¡ ¢�?�]�tù¨���E���¢�]°

²,���t×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w�
X
¦?�~�

Φ
�E���~�ø���Ø�E�E�w�«���H�]�Ù�6�B�¡�?���6���~¥����h¹º¥��E�¡�ØÝ

UNΛ�?¦?�¡ ¢�Ü�H���k³��¢¥��u�±©à�6�E��¥p�¡���6�?�w�
X

(J,Λ)
M =

∑

N

Φ
(J,N)
M UNΛ,

Û Y ° ¸�ü Þ
Φ

(J,N)
M =

∑

Λ

X
(J,Λ)
M ŨΛN ,

Û Y ° ¸ ý Þ
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�����E�w���~¥��~�H�w�Ú���w�¡­%�%ß?�H©ª�]·¨§���ÑU�w�

˜
�H���ï³��¡¥��~�B�U�6�E���E����� Ñu�Q�H�w¦H�¡�s�Q°,²,���ø³��¢¥��~�B©à���¡��¥p£�¡���6� �«�B�º�w���?�øõ,�L�6�¡�?���~¥��E�]�6�¡�¡¥��~�B©à���¡��¥��E������»]§¨���¡ ¢�?�w�ô¹Ü�6���]­%ß?��­6�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]�

¦?�u� ê ¥�ÑU���¡­��%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w��¦~�~�Ü�H���¾õ8�%��Å�»]���]�L�E�w���E���~�Ú´'���wÑu�E ¢�H£±�/���¢�H�]�H£*Ñ?»w§k°×������?�]�B£yõ,�L��Å�»w���w�L�E�]� � ð@� ó
Û

(LJ)
NΛ = 〈LJN0|L− ΛJΛ〉(−1)J+Λ(2− δΛ0)

1
2 .

Û Y ° ¸�ð Þ
úû=?hHh3=?$
46,.$P&dV@13FB$ I.=K'Q�J=K89$(S¯0�hH=R&dV)89F-$PSUT(N('WV@=?<>' è8�~�E�w�/�*�E�6Ñ?���w��ÑU�s�E�¡���u�k�H���
¶ �w§��w�6¦?�?�)�H�]�Nä=���]­6�¡�E�6�~�:¥�¦u�E�E�w�¡�~¥���ÑÙ�?�]�:¹Ü�6���]­Lß~���]·p§�®��?�¡�w�~�Ù�H�w�ö�?¥��N¹Ü�6���]­Lß~�H�E��£�¡���]�B�Q°Q²,���Q�B�Q��­����ÙÑ?���?���]�B�¡�'Ì%úH�B�E�w�ô�B�E�]�����w�â§¨���N¥��«� � Ñu�]�E�«¥��6�w�¡¦?�?�<�6���k�*�¡�H�H¦?­L�E�]�Ù¥�¦u�×����?­��]�Ø©à¦~�?­L�E�����?�]� Û

X
�H�H�]�

Φ
Þ/¦?�~�á�¡¥6�H�«¥����w�î´'�6¦?�����¾Ñ?©à¦?�?­L�E�����?�]�á�?�]�)ä*���w­L�E�¡���u��?¥��]°�²8¦?�¢ ¢�ï�H����ù<¥��~�HÑU�]�H���?��¦~�?���]�ï¥�¦H©¨�w���?�]�¾õ)¦?���]���6Ñu�]�BÖU®� ¢�?�����Ø���H�w��¹Ü�6���]­Lß~�

¥�����åU�w�L�E�¡¦?��·�§��w�¢�H�]���?���,×����¡­%¦?�?���]�h�H�]�'¹Ü�����w­%ß?�«�:�������E�w���?�w�hä=���]­6�¡�E�6�?�w�h¥�¦H©-�H���
×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�áÑU�w�¡ß~ ¢­H�E�� ¢�L�E�����Q°-²,¥6�H¦?�¢ ¢�^�«�B�k�~¥��k¬?�6�B�¢�B�w�E»]�w�î�H�w�k×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6����~�8åU�]�6�¡�E¦~��¦?�?�~Í��E����¦?�~��¥������/ä=���HÖuß~�E�E�kÑU�w�¡ß~ ¢­H�B�« ¢�L�E�����]°
ñy� ®�¦u�E�E�w�¡�w� ¶ �w�¡�w�« ¢�"���6�ïù¨�w�6���6�ï¯ ¦?�~�ï���Ð�H�w�Ù���]�¡¥��¾�E�]�ïù¨�w�6���6� ¶ �«�B���H�]�ù<¥6�H�«¥��«¥��L�E�]���

F (ν, r)
�]���~� ê ���?�Q¥��¡­��6�¾Ñ?���~¥p�¡���6�"»w§��w���w��¦?�~¥�Ñ?�~®��~�������w��ÌL�¢¥��~�?¥��¡�?��Í�£�E¦?�?�6�w���H�w�¨�¢¥��H�«¥����w�ÜÌH ¢�?�¡ÍH�H���?���]�E�6���]�� ¢�%¦?�?�uó

F (ν, r) = f(ν, r) cos(πµΛ)− g(ν, r) sin(πµΛ)
Û Y ° ¸ fLÞ

§¨���k¥�¦~���H�]�<í/²/³�©à�6�����]°?²/¥�ÑU�w�f�«�±�
ν
�H���/�W�U�]­L�E�����¾í,¦~¥��L�¡�w�?»Q¥��?�f�H�Q�'ä=���]­6�¡�E�6�~���H�s£æ~�~���]�B���H¦?�¢ ¢�t�H���8ä*���w­L�¡�E�6�?�w�?�]�?�w�¡�����
ε = −1/(2ν2)

¦?�~�
µΛ
���B���H�]�8í,¦~¥��L�E�]�~�H�w©à�w­L�

¥����¨�E�w�����w���?���E�«�E ¢�~�w���:¥��¢¥����s�¡�w�Q°%¬�ß?�,�H���kù¨�]�������
� kQ� Ñu�w�E�¢¥� ¢�L�E�]�h§¨�����?�w�c¦?�?�¡�]¥����«�±�¡���¡ ¢�?�/�/�¡�w�~»s©é¥����S·L�����H�w� �?¥6��¹Ü�����w­%ß?�f�B�E�����«�±�¡�w�L�]·�B�6�����<­��]���~�)ù<���¡¥��E�����~�E�w�~�w�¡�����8�~¥��kÛ

B = 0
Þ�¦?�~�

Λ
�]���~� Ò �6¦H�E�sÓkí,¦~¥��L�¡�w�?»Q¥��?����B�]°?×����<�~¥�Ñu�]�c�~¥��?�

ΨΛ(R, r, r) = X
(JΛ)
M (R, r)[f(ν, r) cosπµΛ − g(ν, r) sinπµΛ]

Û Y ° ¸�¸ Þ
�����¨�H�w� ×����?­��]��¥��6�¡�w���

X
¥�¦~�'�/���w�« ¢�%¦?�?��Û Y ° ¸�� Þs·6�H�]��ù<¥��H�«¥��«¥��L�¡�w���~¥�¦~���/���]�Ø£ ¢�L¦~�?�ÜÛ Y ° ¸ fLÞ,°

��� � �«�±�
N
�w���?� Ò �6¦H�E�sÓâí,¦~¥��L�E�w�~»]¥��~�U¦~�~���H���k×á�w�����w�H©à¦?�~­6�¡���6�Ü���B�¨���]���wÑU�w��¥��«�

ΨN (R, r, r) = Φ
(JN)
M (r,R)[f(νN , r)cN − g(νN , r)dN ].

Û Y ° ¸9Z Þ
�����=�H�]��×����~­��w�«¥��L�¡�w���

Φ
(J,N)
M (r,R)

¥�¦u�N�/���w�« ¢�%¦?�?��Û Y ° ¸eY ÞÔ°p²,���¨õ,�%��Å�»w���w�L�E�]�
c
¦~�~�

d
�¾ß~�¡�B�]�t�~�% ¢���H¦?�¢ ¢�Ü�H���)ù8¥��~�HÑU�]�?���%¦?�?�6�w�Ü¥�¦?©N�H�]�<¬���®6 ¢�?�)»w§¨�«�E ¢�?�]�

ù¨�w�6���6�h¯�¦?�~� ¶ ÑU�]�B�E�����¾�'§��w�¢�H�w��°�²8���8�W�U�]­L�E�����,í,¦~¥��6�¡�w�?»Q¥��?�
ν
�~®��~���=�����

�H�w�����]���Q�E�E�w�~�w�hä*���w­L�¡�E�6�?�w�?�]�?�w�¡�����¨»w¦u�E¥������]�h¦?�~���w�¡�~®������H�]�hñy�~�H�wÝ
N
·H�?¥

N
�?�sæ~�?���w�E�¨���B�]°

²,����×^�]�����w�?©à¦?�?­L�E�����á�H�]�/¹Ü�����w­%ß?��£¿ä*���]­L�E�¡���H£±Ì%úH�±�¡�w���¨©àß~�/�?¥6�8ä=���]­6�¡�E�6�Ú¥�¦u�E�E�w�E£
�~¥���Ñ��H�Q�<¹Ü�����w­%ß?�«�]·H���B�¨���w�6�wÑU�w��¥��«�

Ψ(R, r, r) =
∑

Λ

X
(JΛ)
M (R, r)[f(ν, r) cosπµΛ − g(ν, r) sinπµΛ]

Û Y ° ¸9q Þ
=

∑

Λ

∑

N

Φ
(JN)
M (r,R)

Û Y ° Z�¼ Þ
×[f(νN , r)UNΛ cosπµΛ − g(νN , r)UNΛ sinπµΛ]AΛ.
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²/¥�ÑU�w��ÑU�w�6���?�~�w�ø§¨���������"ñy�~�?�w�û�?�w��¦?�~�"Ñ~���«�H�w�Ð�H����Ì%¦~�u�]�E�U�6�E�Ø�¡���6�ï���6�

ΨΛ
°N²/¥�?�w��ù<¥��H�«¥��«¥��L�¡�w���8�%¦?���]���~�Ú�*�~¥6�B�]�%���w�¢�¡ ¢�?���]Ñ?¦?�?�î�]�E�~®��Ø�t¦?�~��§¨���c�?�w�Ï×����?­��]��¥��H£

�¡�w���
X

(JΛ)
M

�H¦?�¢ ¢�
Φ

(JN)
M

¥�¦~�E�?�Eß~ ¢­6�w��­�Í6�?�?�]�-·?�w�¡�~¥��Ø�¡�w�Ü§¨���,�/���]�� ¢�%¦?�~�ÚÛ Y ° Z6¼ ÞÔ°u²8���õ,�%��Å�»w���w�L�¡�w�
AΛ

�¾ßu�E�E�w�{�?�H ¢�{�H¦?�¢ ¢�{�?���îù<¥��u�HÑu�Q�H���?��¦?�~���w��©àß?�
r → ∞ Ñu�w£

�B�E�����â��§'�]�¡�H�]�-°�²,���
AΛ

­�Í6�?�?�]�î¥����Ùõ8�%��Å�»]���]�L�E�w�"�H�]�¾×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�ø�H�]�Ù®�¦~�B£�E�w�¡�w�áä*���w­L�E�¡���u�,���î�H�w� ¶ ���¡�H£Bò,�?�U�w�?�?�]�����]� ¶ ¥��E�«�,ÑU�s�¡�¡¥6 ¢�L�E�s�)§��w�¢�H�w�-°-�/���w�« ¢�%¦?�?�Û Y ° Z�¼ Þ:­p¥��?�t¥��«�'Ì%¦?�U�w�¡�U�6�E�Ø�¡���6�h���6�
ΨN

Û Y ° ¸[Z ÞN�����
cN =

∑
Λ UNΛ cosπµΛAΛ

¦?�~�
dN =

∑
Λ UNΛ sinπµΛAΛ

���6�¡�w�¡�?�¡�s�E���w�E��§'�]�¡�H�]�-°
� =?'WV@13<><³,.$
* I
=K8M02$
=K89*B13=?$
1%l-=?"%,.' ²8��� ¶ �]�B�E�����¾¦?�?���H�]�¨ä*�?�]�E�6���]�?���6�]¥�¦~�����B��~�E����®��<�6���ç¥��EúL���H�¡���¡���¡ ¢�?�w��ë:�]�E�~¥��Ø�¡�w�"Û

r → ∞ Þ¨���6� f(ν, r)
¦?�~�

g(ν, r)
¥�Ñ?�u®��H£

�6���u°-¬�ß?�k���]Ñ?¦?�~�H�]�?��åU¦~�B�¡®��~�H�ÜÛ
ε = −1/(2ν2) < 0

Þ,���]�E§��w�~�?�w�Ú§¨���k�sÝH�U���?�]�L�E���w���
§�¥� ¢�u�B�]�~�H�/Ñ?»w§k°?�6�w�¢�E ¢�%§¨���~�H�]�~�H�,õ,�����U���?�]�L�E�w�

u(ν, r)
¦?�u�

υ(ν, r)
¦?�~�t�w�¡�~¥����E�]��

�eY · �G�
f(ν, r)→ u(ν, r) sinπν − υ(ν, r) cosπν,

©àß?�
r →∞ Û Y ° Z%Y Þ

g(ν, r)→ −u(ν, r) cosπν − υ(ν, r) sinπν,
©àß?�

r →∞. Û Y ° Z6� Þ
ÌH�����Ø�<­6Í��?�~�w�c»w§��w�-¬N®������kÑU�w�u¥��~�H�]�Ø�<§��w�¢�H�]�-ó
T(ý]7
þe891H')gG7PS�')N(<><>=KVW8913'@gG7
=K8��J=K89$ ×������B�w�E»w�]�h�H���,¥��Eú%���H�E���E�«�E ¢�?�]��¬?���¡���w�h�H�Q�ù<¥6�H��¥���¥��L�E�w���«�/Û Y ° Z%Y Þ=¦~�~�îÛ Y ° Z6� Þ'���"Û Y ° ¸6¸ Þ'¦?�~�c�]�E�~¥��Ø�¡�w�t©àß?�

r →∞

ΨΛ = X
(JΛ)
M [u(ν, r) sinπ(ν + µΛ)− υ(ν, r) cosπ(ν + µΛ)].

Û Y ° Z6ü Þ
²,���)ä*�?�]�E�6���]�?�����]¥�¦~�

εn,Λ
§'�]�¡�?�w���%¦?�c�H¦?�¢ ¢�c�?��� ¶ �]�H���?��¦~�?�ÙÑU�]�B�E�����â�Q·~�?¥��¡�

ΨΛ
�w�~�?���« ¢��Ñ?���w��ÑH��©àß?�

r → ∞ °�²8���]�tÑu�Q�H�w¦?�E�s�Q·¨�?¥��¡�h�H�]�tõ,�L��Å�»w���w�L�t�H�Q��sÝH�U���?�]�L�E���w���N¥��~�B�E�w�����]�~�H�]�
u(ν, r)

�6�w�¢�E ¢�%§¨���~�H�w�Ü�Ù¦~�¡�w°-Ì%�6�����)�w�¡�~¥����E�]�Ú§¨���
�H���â¬?�6�E���w�-�?�w�<ù¨úH�HÑU�w�¡�6�E�w�¡���

sinπ(ν + µΛ) = 0, νnΛ = n− µΛ, εnΛ = −1/2(n− µΛ)2.
Û Y ° Z ý Þ

;°N(h31H$
I.=K8@S�')N(<><>=KVW8913'@gG7
=K8m�J=K8G$ ×����'�E�s�¡»w�]�������/���w�« ¢�%¦?�?�hÛ Y ° Z6¼ Þ:�?���8¥6�Bú%���H�¡��£�E�«�¡ ¢�?�w� ¬?�6�E���w� Û Y ° Z+Y Þ¾¦?�~�-Û Y ° Z6� Þ¾�6���
f
¦?�u�

g
�w���-·*§���ÑU�w�

ν
�%¦?� ���6�

N¥�Ñ~�~®��?���¨¦?�~��¥��«�
νN

���Q�E ¢�~�E���wÑU�w�c§¨���¢�f·H¦?�u�t�]�E�u¥����E�w�
Ψ(R, r, r)→

∑

N

Φ
(JN)
M {u(νN , r)

∑

Λ

UNΛ sinπ(νN + µΛ)AΛ

−υ(νN , r)
∑

Λ

UNΛ cosπ(νN + µΛ)AΛ},
©àß?�

r →∞. Û Y ° Z6ð Þ
ñy�º�H���]�E�w�ç¬~¥������¾¦~�¡�8�H�]�8õ,�L��Å�»w���w�L�8���6�

u(νN , r)
�wÑU�w�H©é¥����«�<�6���]�� ¢�Ü¤8¦?�������w£

�E�s�E»w�¾§��w�¢�H�w�-°�è<�
�H����ä=�?�w�¡�����w�?�����Q¥�¦~�)»]¦"Ñu�Q�±�¡�������w��·��Ùß~�E�E�w�î§¨���¾�H���hä*��£���]�%§'�]�B�¡�/�H�]�¨�?�« ¢�6�8�Eú%�����w�E�¡���¡ ¢�?�)¹º¥p�¡�E��Ý
det {UNΛ sin(π(νN + µΛ))} = 0

Û Y ° Z fLÞ
���Ø�

ε = −1/(2ν2
N)
ÑU�]�B�E�������]�-°6²/¥�ÑU�w�W�B���~��¥������¨ä*���w���w�L�E�/�H�w�'¹º¥p�¡�E��Ý��E�w��Ñu�]�

���6�^�H�]�kä*�?�]�E�6�����H¦?�¢ ¢�
νN (E)

¥�Ñ?�~®��?�����~°f³��¡¥6�H�Ø�¡���6�?�w���N§¨���¢�^�w���?� ê è¨£¨�H�H�]�¤,ÌHë,²8£¿¹Ü�w�E�?�H�H��������¥��~�E ¢�~�����]�¡�B�]�~�H�]�Ù¤<¦~���«�±�¡�w�����]�~�E¦~ ¢�?�
�
ü · ��üG� ¥��?�6�w§�¥��~�H�]°×�����ÑU�w�%¦H�¡»w�w�8÷±�]�H�H ¢�¾�?����¹Ü�s�¡�?�H�H��¥�¦~���?�w�¾ë:�]�EÍ`�U�]�L�E���� ¢�%¦?�?�6�w� � ý · ð@� ·Q§��w�« ¢�?��H���,¹^í/²/³�¥��«�©�6¦u¥��L�E�]�?���] ¢�~¥��?���¡ ¢�?�¨�N�����~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�â���L�E�]�E�?�¡�s�¡���]�B�'¦?�~��?¥��¡¥�¦~���w���?�k��Å�»w���w�L�¡� ¶ �]�E�Q ¢�?�%¦?�?���H�]�¨ä=���6�w�%§'�]�B�¡�,�]�E»]�w¦?���]°



ý � �kÿ�ñ r u.xQtaò`óju]s�x�ô�y r x�þ�x�y y�õ:þ2�©x�yö��÷H�Põ��(u.x�±Jx
¯8�~�±�¡�w�������H�]��ä*�����]�%§'�]�B�¡�*���

νN
Ñu�]�L¦?�E»w�]�¾§¨�����?����ä*�����w�%§��w�E�E�*���

νJ
»w¦~��²/¥��¢�±�¡�w����¦~�?��H�]�¨ä*�¡���wÑ~�?���¡�E��°

²,�w�k�~®6 ¢�~�±�¡�w�Ú¯8Ñ~�¡ ¢�?�?���B�kÑu�]�~¥��u�H�w���â�H����ñy�L�E�]�E�?�¡�s�¢¥p�¡���6�Ú�H�w�k¹^í/²/³�¥����ö�L¦~¥��?£�¡�w�?���] ¢�u¥��?�«�E ¢�~�/�N�6���~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?�u°
ABø /Pø \ ø�c � ·ä!#C "%h3'¢Ìd,."%$nV)=?$.<>=?g@7."%$.13'@gG7
=���F-1H$
gR"e8��`S¯kbO.O.1Hh3I.,
$.* � ·�� � �
¯8�~�±�¢¥p�E���/���]�� ¢�%¦?�~�îÛ Y ° Z fLÞ/»w¦î��ÍL�B�]�-·-���L�E�w�¡�?�¡�s�¡���]�E�]�^§¨���¾�H���h¹^í/²/³
¥������L¦~¥��L�E�w�?£���] ¢�u¥��?�«�E ¢�~�'�N�����~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?� � ý · ð@� ¦?�~����Í6�E�w�Ù�?�����¡�]�E¦?�Ø�¡���]�E�]�~�H��ä*�����w�~�?�~¥��E�w�?£�/���w�« ¢�%¦?�?���]�-°H×����<�H�sæ~�~���]�E�]�

Ŝ = ÛNΛ sin(π(µΛ + νN ))
Û Y ° ZL¸ Þ

§���ÑU�w� Ŝ ©àß?�,ÌH���%¦~�¨�B�E�]�6�<¦~�~�c�?�� ¢�L�¨©àß?�<�?���¾ÌL�¡�E�]¦?��¥p�¡�E��Ýf°~Ì%�������<�~¥�ÑU�w�c§¨���
Ŝ|A(`)〉 = 0

Û Y ° Z`Z Þ
�������H�]�øä*�����]�?­��w�¡� |A(`)〉 �6��� S ���Ð�H�w� ¶ ���¡�H£±ò,�~�u�]�?�?�w�����w� ¶ ¥6�B�«� Λ

¦?�u�
`
¥����

õk¥��~¥��)Ûà�]���]­6�¡�E�6�?�«�E ¢�?�]��²,�¡�w�?�����?¦?�«�¡Þs°*²8�]���w�L�¡�¡ ¢�?�w�«�H�]�~�H�ÜÌH ¢�?�¡�Ø�E���«�±���%¦?� �H���tñy�H£�¡�w�¡�?�E�w�¡¥��E�����î���6� Ŝ ¥��«�¾�H�]�ï����¥������~®��¡�w�"³��w���'�]���~�w�m\uR�b3ÀB� �YÍ?��TGÎ2¿ÏT^S��ÑÐ�W���Tû¹º¥��E�¡�ØÝ
Ê

Ê = Ĉ + iŜ =
{
ÛNΛ exp(iπ(µΛ + νN ))

}
.

Û Y ° Z`q Þ
²,���â³��¡�w�?�%¦?�?���H�Q���E�Q¥����w�c¦?�~�c����¥������~®��¡�w�c³��]���«�����Ø�E�E�]���<�?�w�¨¦?�?���¡®��E�]�Üù¨�w�«¥p�¡���6�

Ê†Ê = (Ĉt−i Ŝt)(Ĉ + iŜ) = Î
Û Y ° q�¼ Þ

�]�E�6��ÑH�
Ĉt Ĉ + Ŝt Ŝ = Î

Û Y ° q%Y Þ
�f° �-°

Ĉt Ŝ = Ŝt Ĉ. Û Y ° q6� Þ
�/���w�« ¢�%¦?�?�tÛ Y ° q6� Þ*ÑU�]�H�]¦H�E�w�]·?�?¥6�E����� ¬~¥������ |A(`)〉 �w���tä=���6�w�%���]­6�¡���'�����áÛ Y ° ZRZ Þ:»]¦?�ä*�����]�%§'�]�B�,¤8¦?�����«�±�Q·U�E�h�«�±� |B(`)〉 = Ĉ|A(`)〉 �]���Úä*���6�w�%���]­L�E���,�H�w�/³��¢¥��~�E�U���?���w�E�E�]��6��� Ŝ �]Ñu�]�H©é¥����«�¨»w¦cä*�����w�%§��w�E�<¤<¦?���

Ŝt |B(`)〉 = 0.
Û Y ° q�ü Þ

²,���¾�/���w�« ¢�%¦?�?�ÜÛ Y ° ZRq Þ'­p¥��?��¥�¦u ¢�c¥����
Ê = Ĉ + iŜ =

{
ÛNΛ cos(π(µΛ + νN )) + iÛNΛ sin(π(µΛ + νN ))

}
,

Û Y ° q ý Þ
�6�]�¡ ¢�?�E���wÑU�w�t§'�]�¡�?�w�-·H§�¥��¨�H��� ¶ �]�H�]¦H�E¦?�~�������

B
­%��¥��<�±�¡�w���Ø�Qó

BN (`) =
∑

Λ

ĈNΛAΛ(`)
Û Y ° q6ð Þ

²,���/¹º¥p�¡�E��Ý Ĉ ���w�¡Ñ?���~�H�w�'�H���,ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w���H�Q�'õk¥��~¥��«� ` »]§¨���¡ ¢�?�]���w���?�w���������s£­%¦?�«¥��¡�w�-·Q���Ø�
Λ
ÑU�w»]�w�« ¢�?�?�s�¡�w��õ8�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��·w¦~�~�¾�]���~�w�������

N
Ñu�]»w�]�� ¢�?�~�s�E�]�

ê ¥�ÑU���¡­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��°²,���c�?�« ¢�6���EúL�����s�¡�E�«�¡ ¢�?�t¹º¥��E�¡�ØÝ Ê Ñ?���«�H�w���H��� Λ
¶ ¥��E���Ù¥�¦H©/�H���

N
¶ ¥��E�«�¾¦?�u�ÑU�]�¡ ¢�?�¡�w��ÑH�h�w���?� ¶ �w§��w�6¦?�?�î»w§¨�«�E ¢�~�w���H�w��ä*ÝL�¡�E�]��¥"�H�w�hä=�������u�B�]�LÑu¥��?�-·'»w§¨�«�E ¢�~�w�¯8�u�6���w��¦?�~�Ú�N�w�¡���?�]�l°f×����)­�Í6�?�?�w�á�/���]�� ¢�%¦?�?�îÛ Y ° ZRq Þ,¥��«�8�=�E�H�H¦?­L�â�H�¡�w���w�/¦?�?���¡®��E�]�¹º¥��E�¡��»]�w���E ¢�~�E�]��ÑU�w�-ó

Ê = exp(iπν̂) Û exp(iπµ̂)
Û Y ° q f6Þ

�����



òRó ²%ó´³ ��ÿ�� u.x���±Jx { s8ÿ�� r � þ�x�y y�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�(u.xQ±Jx ý ü

µ̂ . . .
�H�w�*²,�«¥����6�~¥�����¥p�¡�E��Ý¾���Ø���H�w��ä*���w���w�L�¡�w�

µΛ
���ö¹Ü�����w­%ß?��­��%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w��·

e(iπµ̂) . . .
¥��«���~¥���ÑU�âõ8�6�������E���������ã¹º�����w­%ß?��­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��·

Û . . .
¥��«��³��¢¥��~�B©à���¡��¥p�¡���6�/»]§¨���¡ ¢�?�]�â�H�w�ô¹Ü�6���]­Lß~��­6�L�6�¡�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]��¦?�~�¾�H�w� ê ¥p£ÑU���¡­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��·

ν̂ . . .
�H�]�<²8�«¥��6���~¥�����¥p�¡�E��Ýh���Ø�8�?�w��ä*���w���w�L�E�]�

νN
��� ê ¥�Ñu�6�E­6�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]��·

e(iπν̂) . . .
¥������~¥���ÑU�kä*�������~�E�hÛS´'�6¦?���6�¾ÑU���¡Ñ?���¢Þ'��� ê ¥�Ñu�6�E­6�L�6�¡�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]�c°

²,���Ù¹º¥��E�¡�ØÝ Ê ­p¥��?�Ú�L¦~�Ü���º»]§'�]����Í��6���« ¢�?�w�º¯8�B�¡�w�º�����/�E�� ¢�º�E�w��Ñ~�B�,­6���¾Ñ~���?���w�E�§��w�¢�H�]�-·�¦?�2�w���?���Eú%�����w�E�¡���¡ ¢�?�6·�­��6���?���wÝH��·-¦?�~�Ø�¢®��¡�h¹º¥p�¡�E��Ýá»]¦"�w�¡�~¥����E�]�-·�§��w�« ¢�?��]���~�w���L¦~¥��L�E�w�~���Q ¢�~¥��~���¡ ¢�?�w�c�N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?���w�L�¡�E�?�¡�� ¢�L�Q°?×����8�~¥�ÑU�w�º�H���¾¯8ÑH£
Ñ~���«�H¦?�?�6�w�
ÊtÊ §��w�« ¢�?�h��� ¶ �6�E�?£±ò,�?�U�w�?�~�w�����]�

Λ
ù<¥�¦?�
§¨���E­L��¦?�~�"�]���?�t�sÝ?¥�­L�¡�cí,¦~¥��L�¡���E���w£�¡¦?�?�h�H�]�<�N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�������Ü�H�]�8¹Ü���B�¡�â�w���?�w�,õ8�6�������E�����c»w¦?�8¹º�Ø�E�E�¾�H�]�

�~®6 ¢�~�±�¡�w��õ8�6�����«�B�����t���Õ¹Ü�����w­%ß?��­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w���?¥��¡�B�E�]�����]°
Ê Êt §¨���E­L�¨��� N

ù<¥�¦~��¦?�~���]�L�¡�E�?�E�« ¢�L�¨�w���?�w�¨�N�����~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?��»w§¨�«�¡ ¢�?�w�Ü�H�]�
®�¦u�E�E�w�¢�±�¡�w�tä*�������~�B�]�?�?¦?�~­6��Ûé¥��U���6�w�gÞ=��� ê ¥�ÑU���¡­��%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��°

²,����¹º¥p�¡�E��»w�]� ÊtÊ ¦?�~� Ê Êt �w�L�¡�E�?�¡�] ¢�?�]�î�?�w� T (En)
£¿¹º¥��E�¡�ØÝá���6� ¶ �6�������6���%ú�

� ý � ©àß?�â�H���hí,¦u¥��L�E�«�B���w�¡¦?�?�c�H�w�)�N�����~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�u° ¶ �6�������6���%úH�,�/���w�« ¢�%¦?�?�t©àß?��?�����L¦~¥��6�¡���E���w�E�E�)ä*�?�]�E�6���
En

���B�
det(1− T (En)) = 0.

Û Y ° q%¸ Þ
²,���¾ä*�����]�L§��w�E�E�k¦~�~�Üä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�Ú�H�Q�,�/�Q�E¥��â�¡�EúH�±�¡�w���¨�¡�]�E¦?���E���w�¡�w�Ü¥�¦~�,�H���]�E�w�
�/���w�« ¢�%¦?�?�u°%²,���]��§¨���¡���]�¡�E�« ¢�6�¡���« ¢�-·H�H�]�?�������kÛ Y ° q%Y · Y ° qL� ÞN�]�E�~¥��Ø�¡�w�t§¨�����w���?�¦wU£�b¦bä��Z��W$SAw�U	]+��\)R;b1Àn���YÍ?�¦¿ÏT^S��ÑÐ�W��k¹º¥p�¡�E��Ý ÊtÊ ó

Êt Ê = (Ĉt +i Ŝt)(Ĉ + iŜ)

= Î− 2 Ŝt Ŝ + 2i Ĉt Ŝ ,
Û Y ° qRZ Þ

§�¥��������?����»]���]�B�Q·~�?¥��¡��§��w�?� Ŝ|AΛ〉 = 0
·~�?¥��?�

Êt Ê |AΛ〉 = Î|AΛ〉
Û Y ° qRq Þ

ÌH�����Ø���B���~� ê Í6�E¦?�?�6�w� ���6���/���]�� ¢�%¦?�?�ÏÛ Y ° Z`Z Þ�ä*�����w�%�6�w­L�E�6�E�]�Ð�6��� Êt Ê �����c�H�]�ä=���6�w�%§'�]�B�
1
°=�/���]�� ¢�~�w�¡��¥6�E�E�w� �E���~� �H��� |BN 〉 ä*�����]�L�6�w­L�E�6�E�]�ø�6��� Ê Êt �����t�H�]�ä=���6�w�%§'�]�B�

1
Ê Êt |BN 〉 = Î|BN 〉

Û Y ° Y]¼6¼ Þ
×����<�]�E�~¥��Ø�¡�w��¥�¦~�kÛ Y ° q`q · Y ° YQ¼�¼ Þ=�H��� ¶ �Q�±�¡�����Ù¦?�?�6�E�����w�« ¢�%¦?�?�6�w�

det(1− Êt Ê) = 0,
Û Y ° Y]¼%Y Þ

§�¥��¨�?�w�8�/���w�« ¢�L¦~�?�ÜÛ Y ° qL¸ Þ'����� ¶ ���6���������%ú��]�L�¡�E�?�E�« ¢�L�]°²,�w�,�?�¢¥�­L�E�«�E ¢�~�â¤<¦H�¡»w�w�Ú����� Êt Ê �����]���8���º�H�]� ê ÍL�B¦?�~�6�E���w�E�?�H�H�
�
ý � °u²,�w�/³��]�E�§¨���¢�Ï�H�«¥����6�~¥����«�B���w�E��¦?�~�Ï¥��~�E ¢�~�����]�¡�B�]�~�Ð§¨���¢� �~¥6 ¢�Ï¤<¦?�����B�E�]�����w�{�H�w�tä*���6�w�?�~�~¥��E�w�

�6�]�E¦~ ¢�L�]·%§��w�« ¢�?�,���6�?���¡���?�)¬?¦?�~­6�¡���6�?�w���H�]�¨ä*�?�w�¡�����)�B���~�f°?²,���Q�B�)ä*�����]�~�¡ ¢�~¥p©ª����®6�E�B�
�?���ÙÌH¦~ ¢�?�â���Õ¬u¥����-���6�Ü�H�w�6�w�?�]�E���w�E�E�]�tä*�����]�?»w¦u�±�¢®��~�H�]�Ü�%���]�-��Å�»w���w�L�¡�w�8§��w�¢�H�]�-·?¥��«�©àß~�

det Ŝ = 0
°



ý6ý �kÿ�ñ r u.xQtaò`óju]s�x�ô�y r x�þ�x�y y�õ:þ2�©x�yö��÷H�Põ��(u.x�±Jx
Lp=KhH"eV)1%l-=´��7
"+')=?$.*-=?'@g@7nùä1H$
I.13*-&-=?1üV ¯8¦~�B�6�w�?�]�~�Ü�6���º�H�]�/²/¥��¢�±�¡�w����¦~�?�h���^�/���]�Ø£ ¢�%¦?�?�ÙÛ Y ° q fLÞW¦?�~�¾�H�w��¯<�?�~¥��?����·g�?¥��¡���?����õ8�6�������E�����)­��]���?��åU�w����ÑU�w�?Í��E�����Q·]ÑU�]�¡ ¢�?�¡�w��ÑH��H�]�<¯<¦~�¡�H�¡¦~ ¢­

exp(i 2πν̂)
Û Y ° YQ¼6� Þ

�H��� ¶ �]§'�]��¦?�~�^¥�¦?©,�H�w���L¥��?»]�w�ïä*�������~�E��° ¶ �w�¨�H�]� ê Í6�E¦?�?�^���6� Êt Ê �]�E�����B�E�]���Ð§¨����?�]Ñu�]�â�H�w�kä=���6�w�%§'�]�B�¡�w�â¥�¦~ ¢�k�H���=�*�~¥��E�
2πνN

°Q²,¥<§¨�����?���*ä=���6�w�%§'�]�B�¡�*�H�]��ä*�?�]�E�6���w£�:¥��¢¥����w�E�w�¢�
νJ
�6�w�¡§'�]�~�H�]�-·N�¾ß~�¡�B�]�ø§¨����¥�¦~ ¢�Ð�H����ä*�����]�?�?�~¥6�B�]�ø���Ðù<�w�«¥p�E�����Ð»w¦~�

ä*�����]�?�?�~¥6�B�º�?�]��ä*�~�w�¡�����s£¿�N¥��¡¥����s�E�]�¡�
νJ
�E�s�¡»w�]�-°=×����hÑ?�����?�w�Ï�H���º�¡�w�«¥p�E�������*�u¥��E�Ñ?»]§k°?�¡�w�«¥p�E�����/�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­6�w���

2πνN
2πνJ

=
ωN
ωJ

= δ
−1/3
J,νJ

Û Y ° Y]¼6ü Þ
»]¦?� ¶ ¥6�B�«�

νJ
¦?�u�ºÑU�w»w�]�� ¢�~�?�w�á�H���Q�B�����Ø�

δJ,νJ
°�Ì%�������/Ñ~���«�H�w�á�H���

δJ,νJ
�H����ä*���6�w�H£

§��w�E�E���H�w�k�¡�w�«¥p�¡���6�w�á�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­��]�Ø�
δJ
�H�Q�)­L�«¥��¡�E���¡ ¢�?�w�^ù¨úH�HÑu�]�E��£¿¯��¡�����]°ò/�H�]�=¥��u�H�w�¢�*¥�¦u�B�6�]�H�¡ß~ ¢­L�]ó Ò ²,���

δJ,νJ
Ñ?���«�H�w�h�H���8ä=���6�w�%§'�]�B�¡�<�H�w�'�E�]��¥��E�����]���N�]�E���H�H�

�H�Q��ä*���w­L�E�¡���~��¥�¦H©k�B�]���?�]� ¶ ¥��?�ÐÑu�]»wß?�6���« ¢� �H�w���N�w�¡���%�?�º�H�]��ä*���w­L�¡�E�6�~��¥�¦H©)�w���?�]�¶ ¥��~�t�����
N = J

° Ó
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νJ
�±�¡�w�����<�H���k¯<�?»Q¥��?�-×����~�H¦~�?���]�c�H�]�

ω
£Së:�]�B�¡�w����¦~�?�
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ò,�¡Ñ?���

Qe2,1
�w���Ð¥��~�H�w�¡�]���U�w�¡���%�?���¡ ¢�?�]��ë:�]�E�~¥��Ø�¡�w� ¥��«�

Qe1,1
°*¤8¦?� ­g¥��?��¥�ÑU�w���]���¥��~�H�]�E�]�¨�*¦?�?­L�

P2
���Ü�H�]�¨�N�����~ w¥����w£¿¬��«®� ¢�?�/�?¥��¨�6���]�� ¢�~�,�U�w�¡���H�H�«�¡ ¢�?�)ë:�w�¡�~¥����E�]�c§¨���

�?�w��ò,�¡Ñ?���
Qe1,1

¥�¦H©à§��w�«�E�w�-°�²,���]�E�w�â�*¦~�?­L�
P2
���]�?Í��E�k»w¦"�w���?�]��ò,�¡Ñ?���

Qe2,2
·��H�]�

�]���~�w�º�6���
Qe1,1

£¿���]�¡�¡ ¢�?���]�H�]�?�w�Ü²,�E�]�?�����?¦~��� ® ÑU�]�E�Ø�¡»s�]°fÌ%�6�����,�u¥��~�H�]�Ø�,�]�8�E�« ¢�ÜÑu�]�
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• ä*���6�w�%§��w�E�E� δJ,n,m �?�w�¨�¡�w�«¥p�E�����)�*�u¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�L§¨���~�H����­6�w���

δJ

• ä*���6�w�%§��w�E�E� νJ,n,m · δJ,n,m ¦?�~���H���âí,¦u¥��L�E�]�?»]¥��?���]�
n,m

\ ø3ABø /Pø3A 0213*B=?$nùE=K8GV
νJ,n,N

lBF-$
νJ²,���kä=���6�w�%§'�]�B�¡�

νJ,n,N
���6�

νJ
ÑU�w�¡�] ¢�~�?�w���B�« ¢��¥��«�

νJ,n,N =
n√

1− 2Bn2 (N(N + 1)− J(J + 1))
.

Û � ° fLÞ
�����

n ∈ N ¦?�~� N ∈ [J−L, J+L]
°w¹º�Ø�N�H�w� ¶ �]»w���w�%¦?�?�

N = J−m ¦?�~� m ∈ [−L,L]­6Í��?�?�]�t§¨���<�H���kä*�����w�%§��w�E�E�)¥�¦~ ¢���H¦?�¢ ¢�

νJ,n,m =
n√

1− 2Bn2m (m− 1− 2J)

Û � ° ¸ Þ

¥�¦~�E�?�Eß~ ¢­6�w�-°�×������?�sæ~�?���w�¡�w�Ð¥��«��Ì%¦?Ñ~�E�u�]­L�E�¡¦?�
νJ,n

�?���Ü¹Ü�]�?����¥������]�Ùä=���6�w�%§'�]�B�¡�
νJ,n,N

©àß?�<�w���c���w�6�wÑU�w�?�Q�
n
°~Ì%¦?Ñ~�E�U�w­L�E�¡�w��ÑU�]�E�Ø�¡»w�w��»]§'�]�fä*���6�w�~�¡ ¢�~¥�©ª�E�w��ó

• ²8���â²8���W�w�¡�w�?»k»]§¨���¡ ¢�?�w���H�]� Ò »w�]�L�E�¢¥����w�%Ó,ä=���6�w�%§'�]�B�¡�w� νJ,n,N=J
¦?�~�

νJ,n+1,N=J
���B�<�������w�¨�]���u�w°

• ²8���Ü²8���U�]�E�]�?»�»w§¨�«�E ¢�~�w�û�?�w� ��¥pÝH����¥����w�ø¦~�~�ø�����?����¥����]�ûä=���6�w�%§'�]�B���w���?�]�
Ì%¦?Ñ~�E�u�]­L�E�¡¦?����§¨���¢�h�6�EÍL�E�E�w�*�����<�±�¡�w�����w�u�H�w�

n
Ûl¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?� � ° fLÞÔ°H²8���]�E�/ë:�w�E£Ñ?�E�]�Ø�¡�w�¡¦?�?�/�H�]�:Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡¦?����©àß?�?�E��»]¦¾�w���?�]� � Ñu�]�E�«¥��?�~¦?�?�8�6���ÙÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E�]����çÌ%�u�]­L�E�¡¦?��·~�?¥��H�]�¨»w�w�L�¡�¡¥����/ä*�����w�%§��w�E�¨�����

∆νJ = 1
§�®� ¢�~�B�]°

\ ø3ABø /Pø \ ç 1H'WV@F-*-89"%<�I.=R8p0�1H*-=?$nùE=K8GV)=
νJ,n,N

l-FB$
νJ²/¥���½<�«�±�¡���6�¡¥��ö�H�]�'ä=���6�w�%§'�]�B�¡�

νJ,n,N
���Ø�¨�H�]�'ñy�L�E�]�E�p¥�����Ñ?�¡�w���E�

1
»w�w�������w���?�8�6���]�� ¢�?£

��®��¡�E���6�hë:�w�E�E�]����¦?�?�u·�§¨�������û¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�ûÛ � ° ¸ Þk��� ¶ �]�E�]�� ¢�
νJ < 200

°�ù¨�Q�H¦?»]���]�E�]�§¨���<�H���kÌ? ¢�?�E���B�±§��w���E�k¥�¦H©��]���cë8���w�E�E�]�l·u�B��§'�]�¡�?�w�ÜÌL�E�¡¦?­L�E¦?�¡�w���E�� ¢�L�EÑu¥��kÛé¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�~ó
� ° ¸ · ¶ �w�¡�w�« ¢�

νJ > 200
ÞÔ°~²,���]�E�ÙÌL�E�¡¦?­L�E¦~�E�]�Ü�E�Q�B¦?���E���w�¡�w�Ü¥�¦~�8�H�]� � Ñu�]�E�«¥��6�w�¡¦?�?�����6�Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E�]�t¦?�u��ÑU�]�H�]¦H�E�]�-·~�?¥6�E��ä*�����]�%§'�]�B�¡�

νJ,n,m
©àß~�¨���w�¢�¡ ¢�?���Q�H�w�~�w�cí,¦~¥��L�E�w�?£»Q¥��?���w�

n
¦~�~�

m
®��?�?���« ¢�?�)×^�]�B�¡�â¥��?�?�]�?���w�-ó

νJ,n,m ' νJ,n+∆n,m+∆m
�����

n ∈ N m,∆n,∆m ∈ Z. Û � ° Z Þ
¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�¾Û � ° Z ÞW»w�]�����H÷±�*�w���?�]�k»w§��w�«�±�¡¦Hæ~���]�¾åU�%�������â�H���'ÌL�¡�E¦?­L�¡¦?�E�]�kÑu�]�

νJ = 1240¦?�u�
νJ = 1820

°?ä=�,�«�±�/�w���º���w�?�,�%�?�w�8§��w�~���6�w�8�U�w�¡���%�?���¡ ¢�?�]�8¹Ü¦~�B�E�w�)�E�� ¢�L�EÑu¥��Q°?ñy�¬u¥����
νJ = 1820

���B�8�B�6�6¥��'�]���?�â�?�w�<�E�w���E�w�~�w� ê ß~ ¢­6�,�]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°
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¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?� � ° f~óHë:�w�¡Ñ?�¡�w���E�w�¡¦?�?���H�]�8Ì%¦?Ñ~�E�u�]­L�E�¡�w�����Ø�8�B�E�]���6�w�~�H�]�
n

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ¸ ó*½8���B�E�6���¢¥�� �H�]��ä*���6�w�%§��w�E�E�
νJ,n,N

�6���
νJ
°:ä=�h�E���~�ÐÌ%�E�¡¦?­L�E¦?�¡�w�

�E�« ¢�6�¡Ñ~¥��Q·H§��w�« ¢�?�k¥�¦~�¨�H�]� � ÑU�w�¡��¥����]�E¦?�~���H�]�
νJ,n

£±Ì%¦?Ñ~�E�u�]­L�E�¡�w�c�E�Q�B¦?���E���w�¡�w��°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° Z ó�åW§'�]���B�E¦Hæu���w�ÙåW�L�6� ���î»w§��w�'ÌL�¡�E¦~­6�¡¦?�¡�w�"�H�]�
νJ,n,N

£¿½8���B�E�¡���6�¡¥����]°
²/¥���½<�«�B�E���6�¡¥��ö©àß?�

νJ = 1240
»]�w�������w���t���]�?���%�?�w��§'�]�?�����w����¦?���¡�w�?����»w���w�E�E�]��¹Ü¦u�±£�¡�w�Q·f§'�]�� ¢�?�Q�/�w���?���w�¡�?Í��L�E��¯<�~»]¥��~�:ä*���6�w�%§��w�E�E��¥��î�H�w�)�����?­6�w�"Ì%�w���E�h¥�¦H©à§��w�«�±�Q°W²/¥��

½8���B�E�6���¢¥�� ©àß?�
νJ = 1820

»]�w�����<�w�����B�]�Ø�¡�w�?� ê ß~ ¢­��6°

\ ø3ABø /Pø / Ê O�=K89h3"%*B=K89,
$.*´l-FB$ÂT(,
O]'Wý�=K&dV)8G=?$
νJ,n

∆n
∆m

S�Lp=K'@FB$
"%$.^`=?$ ¯8¦H©à���¡¦?�~���H�w�*í,¦~¥��6�¡���E���w�¡¦?�?�8§¨���¢�¾�/���]�� ¢�%¦?�~��Û � ° Z Þf�~�¡¥�­6�¡���¡ ¢��?�����w�E©àß?�����:�B�]���-°gè<�
�H�w�
νJ
£ ¶ �]�E�]�� ¢�k»]¦Hæ~�~�?�w�-·g���Ù�H�]� �/���]�� ¢�%¦?�?��Û � ° Z Þf�w�E©àß?���Ø�N§¨���¡�f·�]�E�«¥�¦?ÑU�w�Ð§¨���h�w��� �E�]�w�����Q�w·:�U�6�E�Ø�¡���6�]�

n
Û
n ∈ R+\{0} Þs°*¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?�ÏÛ � ° q ÞÙ»w�]�����h���Û

νJ ,m
Þy£¿²/¥��¢�±�¡�w����¦~�?�Ù�H���¾Ì%���E¦~¥��E�����?�]��©àß~�

∆n = 1,m = −L ¦?�~� ∆m = (4, 3, 2, 1)
°×����k­%��¥6�E�E�Øæu»w���w�¡�w�^�?���Q�B� � Ñu�]�E�«¥��?�~¦?�?���]�á¥���� ∆n

∆m

£yù¨�]�E���~¥��?»w�]�-°Wñy�ì¬u¥���� ∆n
∆m = 1

1

·
¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�ôÛ � ° q Þ��¡�] ¢�L�¡�t¦?�L�E�]�-·����B�Ü�w���?�^­%�«¥��¡�^½,®�¦H©à¦?�~�û�]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°�²8���]�E�w�Ü¬~¥�����]�6�¢�B�~�E�« ¢�L�8�H�w�Ü�����~­��w�º½8���B�E�6���¢¥������w�����º¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�áÛ � ° Z Þ¨¦?�~���w�¡­%��®��B�8�?���â�6���]�� ¢�?£��®��¡�E���6�Ü×����Q�H�w�¡�?����¦?�?�ï�?�]��¹º¦~�±�¡�w�¢�w°'ä*ÑU�w�H©é¥����«���«�B�t�H��� Ò ê ���~­%�E���¡���w�L�E���w�¡¦?�?��Óc�H�]�¹Ü¦u�±�¡�w�¢�â�H¦?�¢ ¢�î�w���?��½8®�¦H©à¦?�?�^�H�w�âä=���6�w�%§'�]�B�¡�

νJ,n,m
�]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°f×����â�~¥�Ñu�]�ï�H���¥��������]���]���~�,ù¨�]���w�S·%�?¥��¡�=��� ¬~¥������

∆m
���]�¡¥6�H�,�?��� ∆n

∆m

£yù¨�Q�B�6�~¥��?»]�w�h¥�¦~�=ä=���6�w�%§'�]�B�¡�
νJ,n,m

���Ø�=�H�]�*�����w�« ¢�?�]�Ùä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�~�E�Eú%�����w�E�¡���¨ÑU�]�B�E�]�?�w��°�×î¥��N�w���?�]�=³��¡�w�~�L¦~�?�
Ñ?»]§k°~½8®�¦H©à¦?�?���]�6�¢�B�~�E�Q ¢�?�w�~�c�H�]�8Ì%ú%�����w�E�¡���kÑU�]�H�]¦H�E�w�]°
×î¥��cÑu�Q�H�w¦?�E�w�{�%¦?�{�H���]�E� ∆n

∆m

£yù¨�]�E���u¥��?»]�w�Hèá²,���"�/���]�� ¢�%¦?�~�{Û � ° Z Þ�ÑU�]�H�]¦H�E�w�]·¥�¦H©*�?¥��¨­%�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�)ä*���]­L�E�¡���Ü���Ü�w���?�w� ê ¥�Ñu�6�E­6�L�6�¡�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]��Ñu�]»w���6�w�-·u�?¥��¡�<�Q��]���?�]��ò,�EÑ?���h���Ø�c�H�w�h»]¦
n
�6�w�?Í6�E�����]�ø�N�w�¡���%�?�Ü����ÑH�]·'Ñu�]�8�H�w�t�B�« ¢���H�w��õ)�]�E� �����

�H�]��²8�¡�w�?�����?¦?�«�
N = J −m �H�E�]�L�]°W²8�]�8ä*�?�]�E�6���w£S�:¥��¡¥����w�E�]�

νJ,n+∆n,m+∆m
���w£�?Í6�B���%¦?� »w¦Ð�w���?�]��ò,�¡Ñ?�Ø�h��� ê ¥�ÑU���¡­��%���¢�H�«¥��L�E�]�~�Eú%�B�E�]��·��H�]��Ñu�]�

∆n > 0
»]§�¥��
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¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° q ó � ÑU�w�¡��¥����w�¡¦?�?�/���6��ÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E�]�
νJ,n

�����
∆n = 1

°�²,���8ä*���6�w�%§��w�E�E�
νJ,n,m

�E���u������� ′|′ ��¥��¡­%���]�B�<¦?�u�º�H���¾�H�]�<�����w�« ¢�?�w�ÚÌ%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E¦?���8�����8�]���?�]� ê ���?����6�w�¡Ñ?¦?�~�?�w�-°�²8���ºä*�����]�%§'�]�B�¡�
νJ,n,m

�����
mn = −L ¦?�~�

mn+∆n = mn + ∆m�E���~�û©é¥��B��®R�L¦?���p¥����]�6�Q°Nñy� ¬~¥����
∆m = 4

¦?�~�
∆m = 2

�¡�E���B�h�]���?�Ü³��E�]�?�%¦?�?�î�H�w�
ä=���6�w�%§'�]�B�¡�

νJ,n,m
�~¥� ¢�����]�¡¥6�H�w��¦?�~��¦~�?���]�¡¥6�H�w�

m
·L�f° �-°��~¥6 ¢���H�w��Ì%ú%�����w�E�¡���<�H�]�»]¦?���]�?Í��¡�����w��ä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w�{¥�¦H©±°�ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�Ï�����

m
���]�¡¥6�H�º�~¥�Ñu�]�Ï�w���?�

�U�6�E���E�����hÌ%ú%�����w�E�¡���6·-§�®��?�¡�w�~�^�B�6�� ¢�~�������
m
¦?�?�6�w�¢¥��H���w���?���?�]�6¥p�¡���6��ÌHúL�����s�¡�E���

ÑU�]�E���E»w�]�-°

�]���~�â��®��?���]�E�k�N�]�E���H�H�kÑu�Q�B���E»w�]·W¥�ÑU�w�Q·~¥�¦?©à���¡¦?�~�����6�
∆m > 0

·U�H�w�ºõ)�]�E�����Ø�/�w���?�w�­%���w���?�w�¡�w�c²8�¡�w�~�����?¦?�«���¡���E���w�¡�w�c�B���w�L�Q° ¶ �w�E�¢¥� ¢�L�E�]��§¨�����?���âÌ%���E¦~¥��E�����t��� �
core

£¿õ,��£
�6�¡�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]�c·f�E�tÑU�]�E���E»w�]�"�H����ä*���w­L�¡�E�6�?�w�á¥�¦H©��H�w�áÑu�]���?�w�ïò,�EÑ?���¡�k�?���������w�« ¢�?�
ä=�?�w�¡����� −1/(2ν2

J,n,m)
¦?�~���?¥6� �

core
£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w� �E���E���w�E�:�����=�H�]�:ä*�?�w�¡�����

2BJ2
°~ÌH�����Ø��ÑU�]�E�Ø�¡»w�w�cÑU�w�«�H�âÌ%úH�±�¡�w���/�?���)�����w�« ¢�?�k�/�]�¡¥��¾�E�w�~�w�¡�����

E
°Hä=�������]�����w���?�ù<�]�E���~¥��?»t�6���Q·�§��w�« ¢�?�c��� �

core
£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w�
�H��� � Ñu�]�E�]���~�B�E�����¾¦?�~�á�H�]��]���]­L�E�¡���?�«�E ¢�~�w�cä*�?�w�¡�����)Ñu�Q�H�w¦?�E�s�Q°

ñy� �~®6 ¢�~�B�E�w���:¥��¡¥����¢¥��?�?�]�¾©à�¢¥��6�w��§¨���=¦?�~�]·L§¨���8�?���Q�B�8ù<�]�E���~¥��?»w�]��Ñu�]»wß?�6���« ¢�
m�6�w�¡��¥�¦H©à�w��·H§'�]�?��§¨���

n
���w�¢®��u�H�w�¡�-°

ß�=K89h3"%,.4(I.=K8 ∆m
∆n

S¯LM=?'@F-$."%$.^`=?$ ×����-©à�¡¥����w�)�%¦?�)�~¥6 ¢�)�?�w�)×^�]�B�¡�w�~¥6¥��¡�w��Û
νJ ,m

ÞÔ·©àß~��§��w�« ¢�?�=�H���'ù<�w�«¥p�E�����hÛ � ° Z ÞW�����
νJ ∈ R+\{0} · m ∈ R,m ∈ [−L,L]

¦?�u�
∆m ∈ N�]�B©àß~�����/§¨���¢�f°U¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�îÛ � ° Y]¼ Þ�»w�]�����/�H��� ∆n

1

£�¦?�u� ∆n
2

£yù¨�]�E���u¥��?»]�w�����Ø�
∆n ∈ N °¤8�wÑU�w�ï�H�]�¾�/�¡¥6�H���w�L�E�]�L�6�w�¢®��~�?�w�¡¦?�?�t�?�]�kë:�]�E�«¥�¦H©é�/©é®������¾�H�]� Ò �¡ ¢�?�?�]�����w�¡��²8¦?�¢ ¢�?�«¥�¦H©�6���ºù¨�Q�B�6�~¥��~»w�w�HÓ/���Õ�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k Û

m = L = 40
Þ�ÑU�w»wß~������ ¢�Ü�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�È�
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° Y]¼ ó¾¯<¦?©ª�¡¥�¦u ¢�?�w���6��� ∆n
∆m

£yù¨�Q�B�6�~¥��?»]�w� ���Ø�
n ∈ R+\{0} · m ∈

[−L,L] ∈ R ¦?�~� ∆n ∈ N °�ä=�â�«�±�Ù­L�«¥��k�]���~�t�/�¡¥6�H���w�L�E�]�L�6�w�¢®��~�?�w�¡¦?�?���]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k �H¦?�¢ ¢�?�«®�¦H©ª�����w�?�¨¦?�u�����w�~� ∆n
∆m

£yù¨�]�E���u¥��?»]�w�h�����¨�B�E�w�E�����±�¡�w�����w�?£
�H�]�

νJ
·?§�®��?�¡�w�~�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�3� Ò �?���L�E�]�E�?�]�E�~���?­L�BÓ¢°

Û
m = −L = −40

Þ�¥�¦H©±°�¬~�������w��§¨���:�w���?�w�:ÑU�]�B�E�����â�E�]� ∆m
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¶ ¥��~�Ü���º�]���~�w�Õ���w§¨�«�¡�B�]�º¯<Ñ~�B�¡¥��~� Ò ���w�E©à�������BÓ/¦?�u�º�H�]�E§��w���]�Ü¥��«� Ò �/�?�6�B�±ÓâÑU�w»w�]�� ¢�?£�?�]��§'�]�¡�H�]�t�E�����l°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ��¼ ó Ò åU¦?�¡ß~ ¢­H�E­g¥������w�¡�w�HÓ,�H�]�8�/�~�6�B�¡�¨¥����H���k¦?�L�E�]�¡�E¦~ ¢�L�E� ¶ ¥��?�-°
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ε(ti)
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�?¦?�¡ ¢�"�?¥6�¾åU¦?�¡ß~ ¢­H�B­p¥������w�¡�w�^�w�¡�~¥����E�]�?�w�ïåU�w���E���L�E�]�E�p¥�������°-²/¥�§¨���â�]���~���Ø�¡�w�¢¥p�E������¯8ÑH£
Ñ~���«�H¦?�?�á�~¥�Ñu�]�-·��]�¡�E�s�¡»w�]�ï§¨�����H���c�/�Q�E¥��â�E»]�w���

t
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N
�H�]�ÑU�w�¡ß~ ¢­H�E�� ¢�L�E�����¡�w��ä*�L�±§¨�« ¢­%��¦?�~�6�¡�E ¢�?�¡���B�E�6°'²,���"åU�w���t»]§¨���¡ ¢�?�]��»w§��w�/�?���L�¡�w�¡�w���~¥��~�?�w�

¥�¦~�E���s©àß~�?�B�¡�w� Ò åU¦?�¡ß~ ¢­H�B­p¥������w�¡¦?�?���]�%Ó,§¨���¡�Ü�?¦?�¡ ¢�Ü�H���¾¯8�?»]¥��?���H�]�,�?¥�©àß?�<ÑU�w�?Í��E�����E�]�Ì? ¢�?�E���B�¡�
ni
�w�¢�B�w�E»w�]°pÌ%���������]�E�~¥��Ø�¡�w�k§¨�����]���~��²,�sæ~�~�Ø�¡���6�¾�H�]� ê ú6¥��~¦?�?�p�L£Sä*Ý%�U���~�w�L�E�]�©àß~�<�w���?�k���E�w�¢¥p�¡���6�/¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�����Ø�,Ñu�Q�E ¢�?�¢®��~­6�¡�w��×á�w�E�E�]Ñu�]�E�]�� ¢�

λ = lim
N→∞
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ÿ
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(
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N
§¨���¡� ¥�¦~ ¢�Ð¥����cåU¦?�¡ß~ ¢­H�B­p¥������w�¡¦?�?�ÚÑU�s�¡�¡¥6 ¢�L�E�s�Q°
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�H���<¯<�~»]¥��~�uÌH ¢�?�¡�Ø�E�E�<»]§¨���¡ ¢�?�]���H�]�
���s�¡»s�¡�w� Ò �] ¢�L�E�]�%Ó<åU¦~�Eß~ ¢­H�E­p¥������]�E�]�¦~�~���H�w�ã���w�E»s�¡�w��ä*�L�±§¨�« ¢­L��¦?�?�L�E�¡ ¢�?�¡�Ø�E�
N
°

²/¥º§¨���
limN→∞

�?�� ¢�L���w�¡�E�]�� ¢�?�]�-·-�]�E�~¥��Ø�¡�w�"§¨���Ù�]���~�
λN,ε0

£¿ë:�w�E�E�]����¦?�?�º���ø�H�]�ò,�¡Ñ?���¡�������<�E�]��¦?�«®��¡�w��ë:�]�E�~¥��Ø�¡�w��¥�¦~ ¢�t�w���?�w� ê ú6¥��~¦?�?�p�L£Sä*Ý%�U���~�w�L�E�]�h���¡�6�¡�B�]��¤8¦?����u¥�ÑU�w�-°f¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�áÛ � ° �eY Þ<»w�]�����,�w���Ú�]�L�¡�E�?�E�Q ¢�?�w�u�H�]�/½<�«�±�¡���6�¡¥��ã¦?�u�Ü©àß?�)�H�¡�w�:¥�¦~�B£
�6�w§�®��?���E�tò,�¡Ñ?���¡�¾���?�¡�h�N�����~ ]¥����s£y¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�u°�²,¥����Ø�¾�]���~�tÌ%�w�u¥��¢¥p�E�����î���ï ¢�~¥����E�«�E ¢�ÿ �?�� ¢�L�� ¢�~¥����¡���¡ ¢�û�]�B©à�6���6�w�Ð­p¥��?�-·'�¾¦~�¡���]����­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�w�¡� ê ú6¥��?¦?�?�p�L£¿ä:ÝH�u�6�?�w�L�

λc�?�sæ~�?���w�E�Ù§��w�¢�H�]�-°�¯8������ò,�¡Ñ?���¡�â�����
λN,ε0 < λc

§'�]�¡�H�]�ï¥��«�â�¡�w�6¦?��®��â¦?�~�ø¥������h�����
λN,ε0 > λc

¥��«�º ¢�~¥����E�«�¡ ¢� �H�]­%��¥��E���w�E�]°<²,�w�á¯<�L�E�]����¥�� ´'�~¥��L�������?�w�º�N�����~ ]¥����s£¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�h§¨���¡�t�%¦?�Ü�H�sæu�?���]�B�<¥����

p C���ú%@�� =

¯8�?»]¥��?���H�]�,ò,�EÑ~�Ø�¢�������
λN,ε0 > λc�/�]�¡¥��¾�E»Q¥��?�-�H�]�,ò,�EÑ~�Ø�¢� Û � ° �6� Þ

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�îÛ � ° ��� Þ�»w�]�����,�H�]�á´'�~¥��L�E¥��L�E�w����¥����,¬?¦?�?­L�¡���6�º���6�
ωJ = 2BJν3
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©àß?�)�H�w�
¶ �]�E�]�� ¢�

ωJ = 0 . . . 10
°Q²,����²/¥��¢�±�¡�w����¦?�~�<���

ωJ
»w�]�������H���'�N�]�E���H�H��»]�Ø�¢®p�N�H�]� Ò ¥��E���w�u�H�w�´'�u¥��6�±ÓÔ°w²8�]� ¶ �w�¡�w�« ¢�

ωJ > 4
»]�w�������H�]� � ÑU�w�¡�6¥��~�<�H�]��ÌHú%�B�E�]���-���/�]���~�w�â ¢�~¥����E�«�¡ ¢�?�w�åW¦~�±�¢¥��~�-·~§���ÑU�w��¥�¦~ ¢���?���]�<�w���?�â�U�w�¡���%�?���¡ ¢�Ü¥��?�Ù¦H�E�]�~�H�ÙÌH ¢�%§�¥��?­%¦?�~��ÑU�w�6Ñ~¥� ¢�L�¡Ñ~¥���«�B�]°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° �eY ó ê ���~­%���«�B�8�?¥��¨½8���B�E�6���¢¥�� �H�]�
λN,ε0

£Së:�]�B�¡�w����¦~�?��©àß?� Y]¼ � ¼6¼�¼ ÌL�¡¥��B�E£�U�6�E�Ø�¡���6�?�w�Ü�u¥� ¢�
N = 10′000

ÌH ¢�?�¡���B�E�]�Ü���Ø�
µ = 5.00

¦?�~�
ε0 = 1e−6

�?¥��¡���Q�±�¡�w���Ø�Q°
²,���

y
£¿¯¨ ¢�u�B�¨�«�±�¨¥�¦?©��H�w� ¶ �]�E�]�� ¢�ÚÛ

0 . . . 150
Þ:�E­g¥������w�E�'¦~�~��»w�]�����'�?�« ¢�L�]·%�?¥��¡���?¥��=�w�¢�±£

�¡��Ì%�]�����w�L�,ß~Ñu�]� ü � ¼6¼�¼ ò,�¡Ñ?�Ø�¢�8¦~�Ù©é¥6�E�B�]°Uä=�/�B���~�Ú»w§��w��½,®�¦H©à¦~�?���]�øÛ
λ < 0.05

¦?�~�
0.15 < λ < 0.25

Þ��w�¡­��w�~�LÑu¥��Q°�²8�]� � ÑU�w�¡�6¥��?�6�EÑU�w�¡�w�« ¢�
0.05 < λ < 0.15

¦~�Ù©é¥6�E�B�=�%¦?�
�]���?�k­%���w���?�¾¯8�?»]¥��?��ò,�¡Ñ?�Ø�¢�w·~���w�¡�����« ¢�?�w�c���Ø�,�?�w�,�/�Q�E¥��â�¡¥��?»]¥��?�S·?§'�Q�B�u¥���Ñc�H���â×î¥��?�
�H�Q�k­%�E���E�«�¡ ¢�?�w� ê úL¥��?¦~�?�p�L£Sä:ÝH�U���?�]�L�E�w�

λc
�«�±�Ù¦?�?­%�E���E�«�¡ ¢�-·�§��w�?�î�6�w�%ß?���]�~�ïò,�EÑ~�Ø�¢�ÑU�w�¡ß~ ¢­H�B�« ¢�L�E�����*§��w�¢�H�w��°�¬�ß?���?�E�]�u¥�¦u�B�6�w§�®��?���E�8ò,�¡Ñ?�Ø�¢�8Û

λi
Þ*�E���u�������?�w�=�¡�] ¢�L�¡�w��¯<ÑH£

Ñ?���«�H¦?�?�î�H�����w�L�¢�B�?�¡�] ¢�~�w�~�H�]�ï�N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�º»]¦~�B�]�?�w��°N²/¥�ÑU�w���]�6�¢�B�~�E�« ¢�L�
λ1�]���?�]� �¡�w��¦~��®��E�]�ûò,�EÑ?���ºÛà�¡�] ¢�L�E�6·N��ÑU�w�¢�±�¡�t¯<Ñ~Ñ-° Þs·*§�®��?�¡�w�~�

λ3
�]���?�]�  ¢�~¥����E�«�¡ ¢�?�w�
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λ2
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° �6� óf´'�~¥��L�E¥��6�¡�w�����H�Q�/ÌHú%�B�E�]���<©àß?�
µ = 5.00

¦~�~�
λc = 0.1

¥��«�/¬?¦?�?­L£�¡���6�û�6���
ωJ = 2BJν3

J

°:ñy� ¶ �]�E�]�� ¢�
ωJ < 3

���B�h�w���?���N�w�¡���H�H�����6�
∆ωJ = 0.5»]§¨���¡ ¢�?�w�á�¡�w��¦~��®��E�]�^ù¨�]�������?�]�Ú�w�¡­��]�?�%Ñ~¥��Q°Wñy� ¶ �w�¡�w�« ¢�

ωJ = 3 . . . 4
�~�w�¡�¡�¡ ¢�L�/�]���?��6���¡�?�w�?������ ¢�c�¡�w��¦~��®��E�âÌ%���E¦~¥��E�����Ü¦?�u����� ¶ �w�¡�w�« ¢�

ωJ > 4
�w�E©à�������<�]��� � ÑU�w�¡�6¥��?������]���?�]�Ü ¢�~¥����E�«�E ¢�?�]�cÌ%���E¦u¥p�E������·H�����8�]���?�]�¨�u�]�E���H�H�«�E ¢��¥��?�Ù¦H�E�]�~�H�]�Üò/�E»w�����«¥p�¡���6�-°
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�����H�w�� ¢�~¥����E�«�E ¢�~�w� ¶ �w�¡�w�« ¢�ÚÛ

ωJ > 4
ÞÔ°%ä=�¨�E���~�t�H���/×����~�H¦~�?�6�E»]¥��?���]�h©àß?�¨�H�]�cù<ú%�H£ÑU�w�¡��£y¯��E�6�Õ¬u¥�����Û

ω ý;þ Þ8¦?�~��©àß~�/�H�]�Úù¨úH�HÑU�w�¡��£y¹Ü�����w­%ß?��¬~¥�����Û ω ý�> Þ,�H�w�,�N�6�E�Ø�¡���6�?�w�
β = 0, π

¥��?���]���wÑU�w��°�²,���
ω ý;þ £¿ë:�w�E�E�]����¦?�?�Ü©àß~���H�����N�L�B���E�����?�]� β = 0, π

§¨���¢�"¥���B�¡®��E­H�B�E�]�û�6���û�?�w�hõ,�������«�B�����û���]�¡®��~�H�w�E�ÜÛ
ω ý;þ Þs°*¯<�����º¥��~�H�]�E�Ð�N�6�E�Ø�¡���6�?�w�ûÑu�Q�B���E»]�w��]���~�8×����~�H¦?�?�L�B»Q¥��?�U»w§¨�«�¡ ¢�?�w�h�H���]�E�w��Ñu�]���H�]�hä:Ý%�E�¡�w���]�-°L²,���8���6�E�~�w�?������ ¢���¡�w�6¦?��®��E�

åW���?�)�«�±�8 ¢�~¥��¡¥�­L�E�w�¡�«�B���w�E���H¦~�¡ ¢�
• �w���?� Ò í,¦?�]����£ ê ���?���sÓ*¦?� α = α

2

·Q§�¥6�w·Q¥�¦H©à�6�E¦~�~�â�H�]�
ω
£¿ë:�w�E�E�w����¦?�?�<�]�����H���?�U�w���E�Q�¯<¦?©ª�E�¡�s�E�]�º�H�w�8�u�]�E���H�H���¡ ¢�?�]�cë:�]�E�u¥����E�w�u�¨�w�¡»w�]¦?���Q°?×^�6Ñu�]���E�� ¢�ºÌL�¡�E¦?­L�¡¦?�E�]�Ü»w¦

ÑU�w�«�H�w���N�����w��ÑU�w§��w�6�w�-°'¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?� Û � ° Y fLÞ�»w�]�������H���îí,¦?�w���Ø£ ê ���?���ºÑU�w�
α =

2.0, β = 0
¦~�~�c»w§¨�«�E ¢�?�]�c�?�w��»w§��w�-õk¯,¹�£Sñy�u�B�]���-°

• �w���?� ω £Së:�]�B�¡�w����¦?�~�~·�§'�]�� ¢�?�^�%¦?�t�]���~�w��­%���w���?�w� ¶ �w�¡�w�« ¢���H�w�c�¡�w�w�����w� åW¥��?���w�ß?ÑU�w�¢�±�¡�E�]�� ¢�L�Q°N²/¥��?¦?�¡ ¢�Ð�����]���w�û�%¦?� Ò §��w�~���6�ÔÓ��¢¥p�E�����u¥����ÜåW¥��?���w�øÑ~����»]¦û�]���?�]�ÑU�]�B�E�����¾�E�]��¬u¥��¡�wúL£Bò,�¡�H�%¦?�~�¾���6�]·%§�¥������?�?�]� Ò �%���]�f�*�«¥p�E»sÓ/�«®��¡�±�Q· ¦~�ã�E�� ¢��¥�¦~�B£
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° � f~ó ¶ �w§��w��¦~�?�"�H�w�
1
£â¦?�~�

2
£¿�*¦?�~­6�¡�º���ÊÌ%»]�w�~¥��E����Û � £ Y Þ��6���Ã���6�Ø£

¬���Ý%�~¦?�?­L�3��»w¦~� �N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L� k °
TP^`=?$."e8913F � \ S \ � ó?�E ¢�?�]��¥p�E�«�¡ ¢�?�w��¯<Ñ?�«¥�¦?©����c¬�����¦?� � ° �6¸ °H²8���¾í,¦?�w���Ø£ ê ���?���,�«�B�¨�¡ ¢�?�w£��¥��E�«�E ¢��¦?�u�ÙÑU�w»]�w�« ¢�?�?�w�=�H���¨�~Í% ¢�u�±�¡��×����~�H¦~�?�6�E»]¥��?�?�����?�w�:�N�����~ w¥����w£¿¬��«®� ¢�?�6°²8���

β
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£¿�*¦?�?­L�E�6·-§��w�« ¢�?���B�« ¢�^»]¦?� �N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�o�

Ñu�]§'�]���w��·%�E���~�h¦?� π
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���]�¡�¡ ¢�?��ÑU�w��°6²,���k¯<Ñ~�~®��?�6���6­��]�Ø���H�w��×����u�H¦?�?�L�B»Q¥��?�f�H�]�
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£¾¦?�u�

2
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1
£�¦?�u�

2
£S�*¦~�?­L�E�¨ÑU�w§��w���]���E�« ¢���6�����N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k �u¥� ¢�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�¹��°



<+ó <+óMxQy2��xQ�©� r �%�?xÂz©�.±Çt r ��x'ÿ�y�x y�õ:þ2�©x�yö��÷3±´ô�t(x��_�.t ¸pü
\ ø \ ø3ABø X ��FBh�S	��1%Ýdý.,.$
&dV)=?$nV¯ù	1Hg@&(h3,.$
*>,.$.I cµF-$.13'@"eV@13FB$
'@h31H<>1üV
¶ ��©à¦?�¡­g¥��E�����?�]���w���?�]�N�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�*�]�6�¢�±�¡�w�?�]�/÷±�]�H�Q�B��¥��~§'�]�?���w���
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£S�=¦?�?­L�E���]�E�«¥�¦?Ñ?�â¦?�~�k�%¦?�î�w���?� ¶ �w�¡�] ¢�~�L¦~�?�c�?�w�âä*�~�w�¡�����w�á¦?�~�"õ,���?�?��¦?�?�6�w�^Ñu�]��?�w�?�]�Ù�]���?� ¶ �Ø©à¦~�E­p¥p�¡���6�Ù�B�¡¥��B�Bæu�~�H�s�Q°�²8��� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�?�w�-·g§��w�« ¢�?���H¦?�¢ ¢�Ù�H���
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Þ�¥�¦~�E���]��ÍL�±��§'�]�¡�?�w�-·g�B���~�â�?¦?�¡ ¢���H��� ¶ �]�?���?�6¦?�?�
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N = J−L ¦?�~���N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6����óN = J+L�6�����]°g²,��� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�?�w�-·]§'�]�� ¢�~�=�H¦?�¢ ¢�â�H���
1
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�H�]�Ü���6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L��ö�H¦?�¢ ¢���w���?�,�w�������H�E�«�¡ ¢�?� ¶ �Ø©à¦~�E­p¥p�¡���6�����]�E�«®��¡�±�*¦~�~�h�H¦?�¢ ¢���w���?�,�w�������H�E�«�¡ ¢�?�,è8��­6�w�?�E£Ñ~�Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�c�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k �]�E�¡�w�« ¢�L�]°¤,¥� ¢�ø�?�w��ÑU�w�«�H�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�E�����?��ä*�L�±§¨�« ¢­L��¦?�?�L�E�¡ ¢�?�]��¥º���w§��] ¢�u�B�]�Ø���~¥�ÑU�w�

¦~�~�Ü�����]���/�~¥��¾Û Y £ � Þ<ÌH»w�w�u¥��¡�����6���Q°~¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?� � ° ü�¼ »]�w�����/�~¥��¡�¨�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L� k ����]���~�w�
νJ
£Sñy�L�¡�w�¡�g¥����W���w�~� ¶ ��©à¦?�¡­p¥p�E�����~�w���H¦?�¢ ¢�?��®�¦H©ª�<¥��«�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�+�t°?²,���Q�¨Ñu�w£�?�w¦H�¡�s�]·%�?¥6�E�N�Q�:�������w�'���w�?�
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£�¦?�~�
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£S�*¦~�?­L�E�<¥�¦?©W�H�]�
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���6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L� k»]¦?�\�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�o�ç����ÑH�Q·-�?¥��N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�o�Õ�?�« ¢�L�k�¡ ¢�?�?�]���N�6�w�%¦?�c�*¦?�?­L�E��¥�ÑH£

�E���¡Ñ?���w�E�]°�ñy���/�¡�w�?»w©é¥����
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ÑU�sæ~�u�H�w���E�« ¢��¦~�?�w�~�?���« ¢���%���]���¨�U�w�¡���H�H�«�¡ ¢�?�¨�*¦?�?­L�¡�»]§¨���¡ ¢�?�]�ø�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L� k ¦~�~�ø�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6���2¦?�~�û���~�E��õk¯8¹�£¿ñy�~�E�w���ø§��w�¢�H�w�
¦~�?�w�~�?���« ¢�ï­%���]���û�B�]���-°�ä=�¾©à�������]·��?¥��¡�¾�?���h�=¦?�?­L�E�c�~¥��¢¥�ÑU�����«�E ¢�á§'�]�¡�?�w�"¦?�~�ø�B�6�����¥�¦~ ¢�Ð���?�¡��»w¦?�6�w�?Í6�E�����]� ò,�¡Ñ?���¡�]°*²8����ä*���]­L�E�¡���?�]� ¥�¦H©,�]���~�w� �u¥��¢¥�ÑU�������¡ ¢�?�w� ò,�EÑ?���
ÑU�]�E���E»w�]�Ü�w���?�kä*�?�]�E�6���k�6���Ü¤<¦~���-¦~�~��­�Í6�?�?�w�Ü�E�������<���~�<¦?�?�w�u�H���« ¢�?�k�]�6�¢�E ¢�%§¨���~�H�]�-°
²/¥��<ñy���?�«�E¥��E�����~�E�����������«�B���]�E�¡�w�« ¢�L�]°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° �`Z ó�õ8�6�?�?��¦?�?�Ú¥�����¬?¦?�~­6�¡���6�ø�6���
νJ
¦?���w���?� ¶ ��©à¦?�¡­p¥p�E�����ï�?�]���N����£¬���Ý%�~¦?�?­L�¡��¥�¦u�B»]¦?��ÍL�B�]�-°N²8����×^�Q ¢�~�B�]�¨�H�]��ä*�6����¦H�E�����~�¡�¡ ¢�?�w��¥����E���~�û¥��«���H�� ¢­6��·����w£

�B�E�¡�� ¢�~�w���E� ê ���?���w���]���?�6�w»]�w�« ¢�?�?�s�Q° ¶ �«��»w¦?� ÌH ¢�?�]���w�%§'�Q ¢�~�E�w�S·=�B���~���H���º�%ú%�u�]�EÑU������£�¡ ¢�?�w� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�?�w�Ð­��6�?�?��¦?�?�6�E¦?�~¥�Ñ?�~®��?�����º¦?�~� �H¦~�¡ ¢�Ð�B�]�?­%�E�Q ¢�6�¡���/�]�¡¥6�H�w�û���w£­6�w�?�?»]�w�« ¢�?�?�w�]·:§�®��?�¡�w�~�Ð�H���Ü�w�������H�¡���¡ ¢�?�w� ¶ ��©à¦?�E­p¥��E�����?�]�Ð­6���?�~��¦?�~�6�¡¥�Ñ?�~®��?�����^�E���~�¦?�u�����]­L�¡ß?���â�¡�w� ê ���?���w��©à�6���6�w�-°L¤8¥6 ¢�h�H�w� ÌH ¢�?�]���w�%§'�Q ¢�~�E�w�?�6�w�E�¡¥�¦u�E ¢�?�]���B�« ¢�h�H���
¶ �]�?�w¦H�¡¦?�?���]�h�H�w���/�w�¢¥��H�]��¦?�~�hõ)¦?�¡���]�-°�²,��� F+OQ=R89= M 89"eý]7.1ü& »w�]�����'�H���8ä*�L�±§¨�« ¢­L£��¦?�?�c�H�]�,�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�¡� k ÑU�w�6���~�?�w�~�^¥��«�8�%ú%�U�w�¡Ñu�6���«�E ¢�~�w�8�=¦?�?­L�/¦~�~�º�~¥6 ¢�º�w���?�]��Qè,Ì ¶ »]¦Ú�w���?�]��ä*�������H�E�«�E ¢�~�w�Ú§��] ¢�u�B�]���~�-°U²/¥��/ñy�~�E�w�����6��¦?���]�º¦?���N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L� k�¡ ¢�?�¡¦?���H©ª�=Ñ?�«�:¦?�

νJ = 1′000
�w���?�<�%ú%�u�]�EÑU�����«�E ¢�?� ¶ ��©à¦?�E­p¥��E�����ÜÛà�~è/Ì ¶ ·6­6���?�~��¦?�~�6�B£¦?�u¥�Ñ?�~®��?�����LÞ��]���L�¡�E���B��¦~�~���H�w�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L���%úL�U�w�¡ÑU�������¡ ¢� §¨���¢�f°=²,���Q�B�]�t¯8Ñ?��¥�¦H©�6�w�L�=§��w���E�w�'Ñ?�«�=�H�]��ÌH ¢�?�]���w§��] ¢�~�E�w�~©àß?�=�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k �w���L�E�¡�Ø�E�]°%¤8¥� ¢�h�?�w� ÌH ¢�?�w£���w�%§��] ¢�~�E�w�fÑU�w§��w�6�w�º�E�� ¢�Ü�H���
1
£=¦?�~�

2
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢��¦?� π
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β
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13&»]�w�����¾�H���h�w�L�¢�B�?�¡�] ¢�~�w�~�H��ä=�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?�Ú�H�Q�k�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�¡�¦��·�§'�]�� ¢�?�]�â���Ø�Ù�w���?�w�

�]�������?�E�«�E ¢�?�]��åU¦~�B�¡¥��u�ÙÑU�w�6���~�6�'¦?�~���H¦?�¢ ¢���w���?�<�w�������H�¡���¡ ¢�?� ¶ ��©à¦?�E­p¥��E�����ÜÛà�gÌ ¶ ·6õk¯8¹Ü£ñy�~�E�w��»w�]�B©é®������¢Þ<���á�H�w�^�%úL�U�w�¡ÑU�������¡ ¢�?�w�^åW¦~�±�¢¥��~�º§'�Q ¢�~�B�]�Ø�Q°U²,���]�E�w�âåU¦~�B�¡¥��u�Ü�~®����k¥��
Ñ?�«���w���?�k�%ú%�u�]�EÑU�����«�E ¢�?� ¶ ��©à¦?�E­p¥��E�����îÛà�uÌ ¶ Þ��H�]�ÚåU¦~�B�¡¥��u�������w���?�w���w�������H�¡���¡ ¢�?�]�c�6�w�E£§�¥��~�?�w���]°g¯<�~�¡ ¢�?�����Q�E�E�w�~�â§�®6 ¢�~�±���?¥���ñy�~�E�w��������¦?���w�¾Ñ?�����w���?��§'�]�Ø�¡�w���w�������H�E�«�¡ ¢�?� ¶ ��©à¦?�E£­p¥p�¡���6�^�H�]�^�u®� ¢�~�B�E�]�îåU¦~�B�¡¥��~�H§��] ¢�~�E�w�N�]�E»]�w¦?���]°f²8���]�E�]�/ë:�]�E�~¥��Ø�¡�w�á§¨���Q�H�w�¡�?�6�Ø�k�B�« ¢�
Ñ?�«�:»]¦?�öÌH ¢�~�w���w�%§��] ¢�~�E�w�?�H�Q�:�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�]°6¤8¥� ¢���H�]�öÌH ¢�~�w���w�%§��] ¢�~�E�w�HÑU�w§��w�6�w��E�� ¢�c�H���
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2
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢�*¦?� π

2

���
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¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° �[q ó��N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�E�]�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?�º¦?�~� ¶ �w§��w��¦~�?�º�w���?�Q�
2
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2
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�H�]���N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�1���H¦?�¢ ¢���]���~�/�]�������H�E�«�E ¢�~� ¶ ��©à¦?�B£­p¥��E�����î¦?�~�á�w�¡�¡�w�« ¢�6�k�H¦?�¢ ¢�á�w���?���w�������H�¡���¡ ¢�?��è<��­��]�?�¡Ñ?�Ø©à¦~�E­p¥p�¡���6�^�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k °×Ï®��?�¡�w�~�^�H�]�¡�B�]�º�~¥��]·W���^¦?�~�E�w�¡�w� ¶ �w�«�B�~���]�l·f�H�]�,�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k ÑU�w�¡�w���¡�,�w���?���w��£�����H�E�«�E ¢�~�w�h¦?�u���%úL�U�w�¡ÑU�������¡ ¢�?�w��è8��­6�w�?�E£ ¶ ��©à¦?�¡­p¥p�E�������H¦~�¡ ¢�?�«¥�¦?©à�w��¦?�~���~¥�ÑU�w�U�w���?�w�

1
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νJ
°*¤8¥� ¢�u�H�w� �~¥���Û Y £ � Þ¿£±Ì%»w�]�~¥��¡����]�E�¡�w�« ¢�L�=§¨���¡�f·6���B�'�H���,�¡ ¢�?�?�]�����w�¡�<ä*�L�±§¨�« ¢­%��¦?�~�â���6���N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k ���]�E�6���« ¢�?�]��������N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�¢� Ñ?»]���S° ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�?�w���w�¡­��]�?�%Ñ~¥��Q°H�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L� k �B�EÍL�E�B�<���w�?�

1
£

¦~�~�
2
£¿�*¦?�?­L�E�â¥�¦~�¨¥��«���N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�3��¥�Ñu�B�6�EÑ?���w�¡�w�t­p¥��?�îÛé¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ü%Y ÞÔ°
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< gG7
"%F-V)1H')gG7.=?$ÂTdN(')V)=?<
×����:¦?�L�E�]�¡�E¦~ ¢�?�]�â©àß?�*�H�]� � Ñu�]�E�L¥��?�/���~�=´'�~¥��L��»w§��w�H½8¥�¦?�H�E�¡�« ¢�6�¡¦?�?�6�w�¾��� �:¥��¡¥����w£�¡�w�¡�¡¥�¦?��°uä*��� � ÑU�w�¡�6¥��~�h�w�E©à�������k�H¦?�¢ ¢�ºä*�¡�?Í��%¦?�~�����6�

νJ
���Ø�â�H�]��Ñu�]��Ñ~¥6 ¢�6�¡�s�¡�w�

¥��E���w�~�?�w�c´'�~¥��6�]·�§�®��?�¡�w�~���?�w�'¥��~�H�]�E� � Ñu�]�E�L¥��?�Ù�H¦?�¢ ¢��ä*�E�~Í��%¦?�?�¾�?�w�'õ,���~�?��¦~�?�
µ
�]�B©à�6�����]° ¶ �]���?� � Ñu�]�E�L®��?�6�âÑu�]�E¦~�?�w�á¥�¦H©=�H�]�,ä=�E�?Í6�%¦?�?�t�?�w�/×����~�?¦?�?�6�E»]¥��?�S·u�]���H£��¥���§¨���¡�"�H���c×����~�?¦?�?�6�E»]¥��?�=ÑU�w»]ß?�����« ¢�ø�H�w��¹Ü�6���]­Lß~���H�¡�w�~�����?¦?�«�¡¥� ¢�~�E� � �w�¡�?Í��L�Q·�?¥6�E�¨¥��~�H�]�E�]��¥��W�w���?�w�¨×����~�H¦?�~�6�E»]¥��~�fÑu�]»wß?�6���« ¢�Ü�H�w�<¹Ü�6���]­%ß?���Eú%�����w�E�¡���Q¥� ¢�~�E�

M̂
°

Ê O�=K89*-"%$.* "%hH'¨�P,.$P&dV@13FB$ l-FB$
νJ
ü ¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�ïÛ � ° ü+Y Þ,»w�]�����¾�H����¯8�~�¡¥�������¦?�~��6���

1
£�¦?�~�

2
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢�¨���º�H�w�,���6���u w¥����s£y¬���®6 ¢�?�k¥��«�<ä*�¡���]Ñ?�?�«�8�H�]� Ò � ÑU�w�¡�?�E�H�H¦~­6�¡���6�%Ó�6�����N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L� k °%²,���Q�*�w�L�¢�B�?�¡�« ¢�6�=�?�w�=���]�?�E��¥��������]��×����~�H¦~�?�Ù�H�]�*×����~�H¦?�?�L�±£»Q¥��?�u¦?���H���/Ì%�?�~®��E�6°LÌ%�6�����=ÑU�w���?�~¥��Ø�¡�s�'�]�����������w�'­L���w���?�]��ÌL�¡�E�]�Ø©à�]�

(α1, α2)× (β =
0, β = 2π)

�H�]�t�6�]�¡¥��¾�E�w�c¬~¥��E�]úLÑu¥�¦?� �H�Q� ¶ �w�¡�w�« ¢�~�
[0, 1]

·%§�¥6���?���âÌL�¡�E¦?­L�¡¦?�E�]�t����£
���w�)­%���w���?�w�)§��w�¢�H�w�^��®6�E�B�]°W¯<�«�)ä*�~�H�]�E�6�wÑ?�~���/ÑU�w§¨���E­L�â�H�w�

α
£yÌH�?�E¦~�?�c�?�w�kõ8�6�����«�B�����©é¥6�±�k�������]�â�w���" ¢�~¥����E�«�E ¢�?�Q�8ë:�]�E�u¥����E�w��·-���Ø�¾¯8¦~�B�u¥��?���h�H�]�k�u�]�E���H�H���¡ ¢�?�]�"ò,�¡Ñ?���¡�]°

²,���á�w�������H�¡���¡ ¢�?�]�
1
£�¦?�~�

2
£Bò,�EÑ?���¡�������w�6�w�ÏÑU�w�

β = π
2 ,

3π
2

¦?�u��©à�������]���E�����Ø�Ü�H�]�
ω ý;þ £Së:�]�B�¡�w����¦?�~�~·?�?¥��H���)×����¡­%¦?�?���H�w�<õ,���~�?��¦~�?��¥�¦H©:�H��� ω ý;þ £Së:�]�B�¡�w����¦?�~�������H���Q�B�]��N�6�E���E�����?�]�t�6���]�� ¢��¤<¦?���-�«�±�Q°

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ü%Y ó�ÌL�E�¡¦?­L�E¦?�¡�w�î���"�H�w�â�N�6���~ ]¥����s£y¬���®6 ¢�?�â©àß?�
ωJ = 6.75

¦?�~�
µ = 2

°ä=�,�B���~�c�%���]�<�:¥�¥��E�)���6�cõk¯,¹�£¿ñy�~�B�]�-�w�¡­��]�?�%Ñ~¥��Q·%§'�6Ñu�]���H���
2
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢�¨�B�« ¢��Ñu�]�'Û

α =
0.5, 2.0

Þ¨ÑU�sæu�~�H�w��·f§�®��?�E�]�~�º�H���
1
£Bò,�EÑ~�Ø�¢�8ÑU�w�<Û

α = 1.4, 2.5
Þ¨����­p¥������E���w�E�/�E���~�-°W²/¥��

è8�Ù©à�]�����H���]�E�w�¨ñy�u�B�]����ÑU�]�B�E�w�L�8¥�¦~���w���?�w�Õ ¢�~¥����E�«�E ¢�~�w�cÌH�w��°
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µ
ü ²,�w� � ÑU�w�¡�6¥��~��¥��«�,¬~¦?�?­L�E�����^�H�w�)õ8�6�?�?��¦?�?�§¨���¢�t�H¦~�¡ ¢�t�w���?�)�w�¡�?Í��L�E�)ù¨���¡¥p�¡���6�t¦~���H���)¹º�����w­%ß?�«�Bú%�����s�E�¡���]¥� ¢�u�B�

M̂
¥�¦u�B�6�w��Í6�B�]°

¶ �w�E�¢¥� ¢�L�E�]�h§¨���¨�H�]�t¬u¥����U�]���~�]�
1
£Bò,�EÑ~�Ø�¢�'¥��t�H�]���N�L�B���E�����

α = π
2

��� �
core

£yõ,�L�6�¡�?�Ø£�u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]��·6�E�k§¨���¢���H�w�=äv�U�]­L�'ÑU�]�E���~�H�]�¡�*��¦H�=�E�� ¢�L�¡Ñ~¥��Q°�²,���8¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?���]�ÚÛ � ° üL� Þ¦~�~�ºÛ � ° ü6ü ÞN»]�w�����]�h�H���,�N�����~ w¥����w£¿¬��«®� ¢�?����� �
core

£¿õ,�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]��Ûà�����?­H�¡Þ*¦?�~�
��� �

core
£yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w� Ûà�¡�] ¢�L�¢�¡Þs°�²,�w���N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k Ñu�wæ~�~�H�w�Ü�E�« ¢�Ï����

core
£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w� ÑU�w�:Û

θ = π
2 , φ = 0

Þ:¦?�u�h��� �
core

£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w�
ÑU�w�

α = 0
°~²,�w�,���6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�È� ÑU�sæ~�u�H�s�)�B�« ¢����� �

core
£yõ,�L�6�¡�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]��Ñu�]�

Û
θ = π

2 , φ = π
Þ�¦?�~�c��� �

core
£yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w� ÑU�w�

α = π
°

¶ �w�E�¢¥� ¢�L�E�]�á§¨���¾»]¦?�w�¢�B�¾�H����ä*�L�±§¨�� ¢­%��¦?�?�Ú�H�]�¾�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�¡�h���Ç�
core

£yõ8�%�6�B£
�?���~¥��E�]�~�BúH�B�E�]�c·¨�E�ï�w�¡­��]�?�?�]�Ï§¨���Q·��?¥��¡���?¥6��ë:�6��¦~���]���H�]�cõk¯,¹�£Sñy�u�B�]�,�6�����N����£¬���ÝH�?¦?�?­L���
Û

φ = 0
ÞW�H¦~�¡ ¢�k¯<¦u�E�B�E�L�E�E�w�)���6�,ñy�u�B�]���B�E�¡¦?­L�E¦?�¡�w��Û

6
£¢·

4
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢�¡ÞU�¡ ¢�?�¡¦?���H©ª�]°

×Ï®��?�¡�w�~�Ü�H���¾õk¯,¹�£Sñy�u�B�]���H�]�<���6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�¡� k Û
φ = π

Þ<»w§�¥��8ÌL�¡�E¦~­6�¡¦?�¡�w���w�L�±§¨��£
 ¢­6�w���]·H¥�ÑU�w� Ò �%¦?�±Ó8»]¦t�¡ ¢�?�¡¦?���H©à�w�c�E ¢�?�]���L��¦?�~�t­��]���?�kÌL�¡�E¦?­L�¡¦?�E�]�t¥�¦~�E�B�E�L�E�B�]°%²/¥������B�­%�«¥��Q·H�?¥��B�« ¢�c�?���)�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�E��÷B¥�¥�¦?©��H�]� � £y¯¨ ¢�~�E�,ÑU�sæu�~�H�w��·?Ñu�]»wß?�6���« ¢���H�w�¨�E�� ¢��?���k×����~�H¦?�~�6�E»]¥��~�f�L¦~�<��®��¡�B����®��~�H�]�B�Q°
¶ �w�E�¢¥� ¢�L�E�]�c§¨���,�?���âä=�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?���H�]�,õk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w����»w§��w���w�

1
£±ò,�¡Ñ?���¡�¨��� �

core
£õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w��·��E�^§�¥� ¢�u�B�]�ï�H���cë:����¦?�����~¥ÚÑU�w�«�H�]��ñy�u�B�]���û�����]�¡�B�E�]�ÐÌH ¢�?�¡���B�

Û
µ = 0.1

Þ=¥��-° ¶ �w�
µ = 4.70

�����]���]�hÑu�]���?�/õk¯,¹�£Sñy�u�B�]���h�����]���~�w�� ¢�~¥����E�«�E ¢�~�w� Ò Ì%�w�sÓ¢°¦~�~�Ú�B�E�L�E�E�w��÷±���w���?�]�
4
£¿�*¦?�?­L�k¥�¦~�]·U���s©à�6�����8���6�º�w���?�]�

3
£S�=¦?�?­L�,ÑU�w�

µ = 5.00
°uä=�§¨���¢�c�?�w�<¬~¥��E�]ú%Ñ~¥�¦?�

(1, . . . , 1
2 ]
�H¦?�¢ ¢�?�«¥�¦H©à�]�c¦~�~�c�w�~�H�w�<���Ø�8�H�]� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�-°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ü6� ó?õk¯8¹�£¿ñy�~�E�w��»w�w�E©é¥����-¥��«�¨¬?¦~�?­L�E�����º�H�]�8õ8�6�?�?��¦?�?�
µ = 0.1, 4.7, 5.8

ó
ñy���?�w� h313$
&-=?$ Tdý]"%hüV@= �H���/¯<�~�E�« ¢�6����� �

core
£¿õ,�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]�����Ø�¨�H�]�tõk¯8¹Ü£

ñy�~�E�w���t�?�w�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�E��óL�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k Û
θ = π

2 , φ = 0
Þ=¦?�~�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L���Û

θ = π
2 , φ = π

Þs°wñy�â�H�]� 89=?g@7nV@=?$ Tdý]"%h3V)= �?���=¯8�~�E�� ¢�L�-��� �
core

£¿õ,�%���¢�H���u¥p�E�]�~�Eú%�B�E�]�
�����¾»w§��w�

1
£±ò,�¡Ñ?���¡�)¦?�~�î���?�¡�w�"õk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w���Ðó��N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L� k Û

α = 0
Þ/¦?�~�î�N�6�Ø£

¬���Ý%�~¦?�?­L�3�\Û
α = π

ÞÔ°
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¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ü6ü ó�õk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w��»w�]�B©é¥����?¥����:¬~¦?�?­L�E�����h�?�w�*õ,���?�?��¦?�?�
µ = 7.7, 8.4, 10.0

ó
ñy�c�H�w� h31H$P&B=?$´Tdý]"%h3V)= �H���/¯8�~�B�« ¢�L�'��� �

core
£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w� �������?�w��õk¯,¹�£

ñy�u�B�]���c�H�w���N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�E��ó%�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L� k Û
θ = π

2 , φ = 0
Þ*¦?�u�h�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�+�Û

θ = π
2 , φ = π

ÞÔ°]ñy�â�H�w� 89=?gG7nV)=?$ T(ý."%h3V)= �H���=¯<�~�E�« ¢�6�-��� �
core

£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w�
�����¾»w§��w�

1
£Bò,�EÑ?���¡�)¦~�~�á���?�¡�w�"õk¯,¹�£Sñy�u�B�]��� ó-�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k Û

α = 0
Þ/¦~�~�á���6�Ø£

¬���ÝH�?¦?�?­L�È��Û
α = π

Þs°
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ì�ëiì�ëHì ì F->?;=@BF�C�ÚHÛ A8F-> f F�D%98@±GH7�GHFÊA<F->Õ~¨@±7:D%DLCEDOÚ^Û<F�5 ð F�Ú^Û87N5,C�~

A<F�D«fih<A1jkF->?;}kGð�I=@BF�~+�8@ED ï C±G
A<F�58F�5 A<F->Üæø9<7:5'GHF�5�ïöF#k
Ú^Û<7:5,C�~ãA8F�Dáfih<A1jkF->~;5k î G%IQïöD

²,���Q�B�]�âë:�w�¡�����w�« ¢�á���B�â�~¥p�¡ß?�¡���« ¢�î§¨���Q�H�w�k�%¦?�E�L¦~¥������¡¥��E�����6·�¥�¦~�k�?�w�2�����w�« ¢�?�w�"�/�E¦~�~�
§¨���'����ë:�]�E�6���]�� ¢�â»]§¨���¡ ¢�?�]�¾­%��¥6�E�E�«�E ¢�?�]��¹Ü�Q ¢�~¥��~��­k¦?�u��í,¦~¥��6�¡�w�?���Q ¢�~¥��?��­k�H�]�Nù¨úH�%£
ÑU�w�¡��£y¯��E�6���]°è<���H���t�/�]�¡¥6�H�

α = π
2

§¨���¡�"�H���
ω
£¿ë:�w�E�E�]����¦?�?�º�H¦~�¡ ¢�ï�H����õ,���?�~��¦?�~�º¥��2§'�w£

�?���6�B�E�]�tÑU�w�]���?Ö~¦~�¡�±�Q°uÌ%�������<�w�����?�w�<�B�« ¢�c�?���Q�B�kù¨�]��������¥�� ÑU�]�B�E�]�t©àß~�8�H�w�cë:�w�¡�����w�« ¢�­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�]�*ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¹Ü�6���]­Lß~�~���]�¡�E¦~�'�H�w�<í,¦~¥��L�¡�w�?���] ¢�u¥��?��­��?�]��ù¨úH�HÑu�]�E��£¿¯��¡�����]°
¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�cÛ � ° ü ý Þ:»w�]�������H���kÌ%�Ø�¡¦~¥p�¡���6�h���t�H�]�'�N�����~ ]¥����s£y¬��«®� ¢�~�¨©àß?�

ωJ = 3
4

°H²8���/ä*�Ø£
�6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w���H�Q�*ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E�6���]·g§'�]�� ¢�~�<�H��� ∆n

∆m

£yù¨�]�E���~¥��?»�©àß?�
ωJ = 3

4

Ñ?���«�H�w�-·
�����]���]�áÑU�w�

(m1,m2) = (−2, 2)
·��?¥º­��w���?��×á�] ¢�~�E�w��§¨���¡­%¦?�?�����Ø���H�w�
¥��~���E���¡�E�6�u�]�

�N���¡�w�L�E�«¥��«¥��L�¡�w���?����ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E�6� �6���¡�����w���]°�²,��� ∆n
∆m

£yù¨�]�E���u¥��?»�©é®������=���Ø�����~�E�]� ê ¥�£
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µ
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×����^¥�¦u���H�]��ù¨�]�E¦?���¡¥��E�w�Ï©àß?�t�?¥6�ÚÛ
+, n = 1

Þ¿£±Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡¦?��¦?�~���H�w�Ï½8¦~�B��£�����?�����¡�Ü�H�]�"Û
m = ±L Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡®��B�E�^�w�¢�B�« ¢�L�E���� ¢��·��«�B�Ü�?�w��ä*�?�]�E�6���w£Sä*�����]�%§'�]�B�E£
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νJr = 

Husimiplot Poincarésphäre

M

Husimi−Energie−Fläche

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° üRZ ó~õ,���L�¡�¡¥�­6�¡���6�~�E­�Í��¡�U�w�Qó ® 13$
&-=´��13*B,P8 ó~ñy�ç½<¦~�~�d� �,¬u¥����'Ûé�uÞâÛ
µ >=

0.01
©àß~�

n = 1
Þ'�«�±�8�?�w�8õ,Í��¡�u�]�¨�B�?���w�6�w�«�Bú%�����s�¡�E�«�E ¢�tÑu�]»wß?�6���« ¢�Ü�H�w�<¬��«®� ¢�?�6·?§��w�« ¢�?�

�?¦?�¡ ¢���H�]�cõ,�%���¢�H���u¥p�E�]�%¦?�¡�E�?�¡¦?�?�k�6�w�L�¨¦?�~�c�B�]�?­%�E�Q ¢�6��»w¦
M̂
�B�E�]�L�]°?²,���Q�B�]�<õ8Í6�E�U�w�ÑU�w»]�w�« ¢�?�?�á�� ¢�{¥��«� Ò õ8�6�6�¡�¡¥�­L�E�����~�E­�Í6�E�U�w�BÓ¢° LM=?gG7nV)=���13*B,P8 ó�²8���á½8¦~�E������£Sä*�~�w�¡�����s£¬��«®� ¢�?�¨§¨���¢�Ù�H¦~�¡ ¢���H���¨ë:�w�¡­%ß?�E»]¦?�?�k�H�]�*ù<¥��H���w��·����Ø�=»]¦?�?�]�?���w�~�H�]�

µ
·��?�s©à���¡�����]�B�Q°

ä'�<�B���w�L�8¥�¦~�w·?¥�����§¨ß~�¡�H�)�]���?�â¤8¦?���-»w¦?�<¯¨ ¢�L�<�H�w©à���¡�����w�E�]°

�/�¢¥��?���]�6�â¥��á�H�]�^�N�6���]�^ÑU�w»]ß?������ ¢�
M̂
¥��\�6�EÍL�E�B�E�]�-°-Ì%�������)�«�B�k�?�w�¾�/�¢¥��H���w�L�k�w���?�¬~¦?�?­L�E����� �6���

ϑ
�H�]�	�

core
£yõ8�%�6�¡�H���~¥��E�w�u�BúH�B�E�w���]°�×������E ¢�~�E�]��ÑU�w� �H�����/���w�« ¢�%¦?�?�

Û � ° � ý Þ=§¨���)©à�������¨¦?�

dνJ
dµ

= −
(
L+m

2L

)2

m ∈ [−L, . . . , L] m
���w�¢¥��?� Û � ° ��ð Þ

= −
(

0...2L
2

L

)2

0 . . . 2L
�H¦?�¢ ¢�?�«®�¦H©ª�¨�%¦?�¨���]�¡¥6�H�âåW¥��?���w� Û � ° � f6Þ

= −
(

0 . . . L

L

)2

0 . . . L
�H¦?�¢ ¢�?�«®�¦H©ª�<¥������¾åW¥��?���w� Û � ° �L¸ Þ

¶ �]�Eß~ ¢­H�E�� ¢�L�¡���6�w��§¨���Q·~�?¥��¡�¨�H���kä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����Ü�����
m = L

¥��
M̂
£¿�N���-¦~�~���H���k�����

m = −L ¥������L¦~¥��E�6�8ÑU�w»wß~������ ¢� M̂
»w¦^�����w�6�w�º­6�����â�Q·U�E���H�wæ~�?���w�¡�w�º§¨���

mM
¥��«��?���,�*�E��÷±�w­L�E�������H�]�=ä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6��¥�¦H©

M̂
°6×��� ¢�L�¡���â�«�B�'�?¥�ÑU�w�W�?¥6�E�:§¨���=�%¦?�'�H���,�w���?�

½,®���©ª�E�/�H�]� Ò õ,���L�E�¢¥�­L�¡���6�~�B­6Í��¡�u�]�±Ó*ÑU�w�¡ß~ ¢­H�B�« ¢�L�E�����]�-·��?¥������=�?�« ¢�L�'¥������
mM = 0

�E���~�-°
×����<�]�E�~¥��Ø�¡�w��¥��«�B�

dνJ
dµ

= −
(mM

L

)2

mM = 0 . . . L
Û � ° �`Z Þ

= −(cosϑ)2 Û � ° �`q Þ
²,���]�E�]��ë:�w�¡�~¥����E�]���H�Q� Ò õ,���L�E�¢¥�­L�E�����u�B­6Í��¡�u�]�±ÓÔ·p¥��«�'¬~¦?�?­L�E�����t�����

µ
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µ
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�����w�E�E�8½8ä=¬á����ÑH�'�H���<��Í��6���« ¢�?�]��ä=���6�w�%§'�]�B�¡�¨���6�:¦?�~�h�H���8²,ú%�~¥�����­Ù¥�¦?©f�?�w�tò,�¡Ñ?�Ø�¢�
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SUTP,
O.')ý�=K&dVW89,.< ²8���8Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡�w��§��w�¢�H�w�����Ø�=�B�E�]���6�w�~�?�w�
νJ
Ñ?�¡�w��£�¡�w�/¦?�~�Ü�Q�<�¡�E���B�)�w���?� � Ñu�]�E�«¥��~�?¦?�?�c�H�w�kÌ%¦?Ñ~�E�U�w­L�E�¡�w�º�]����°U¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�áÛ � ° ü`q Þ¨»w�]��������
�����?­��]��³��w���u�?���8Ì%���E¦u¥p�E�����h�?�w�*ä*�����]�%§'�]�B�¢�Hú%�~¥�����­â��� ¶ �w�¡�w�« ¢���?�]�

(+, n = 400)
£Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E¦?���]°Q²,���=ä*�����]�L§��w�E�¡�?úL�u¥�����­,»w�]������­%��¥��E�:�U�w�¡���H�H�«�¡ ¢�?�=¹Ü¦~�B�E�]�]·]§'�]�� ¢�~�=�H���

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ü`q ó ® 1H$P&('uü ä*�����]�L§��w�E�¡�?úL�u¥�����­¾¦?� νJ = 400
¥����:ä=�E�6�wÑ?�?�«�*�H�]� � ÑU�w�E£�«¥��?�~¦?�?�î���6� Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E�]�-° Lp=KgG7nV@')ü ²/¥��h¥�¦~���H�w��ä*���6�w�%§��w�E�¡�Hú%�~¥�����­"�«�B�6�����w�E�E�Q�Û

+, n = 400
Þy£yÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E¦~�c°U²8�]��Û

n = 400,m = L
Þ¿£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±�¾Ûà�E���s©é�B�E�Ùä*���6�w�H£§��w�E�E�gÞ)»w�]�����¾�w���?�w�ø­L�«¥��¡�w�ïõ)�~�� ¢­^Ñu�]�'�]���?�]��õ,���~�?��¦~�?�~·-§��w�« ¢�?�h§¨���Ù¥����¾­%�E���E�«�E ¢�~�w�

õ,���?�~��¦?�~�
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Ñu�]»w�w�« ¢�?�?�]�-°

õ,���~�E�)�L¦?�]�?»)�H�w� � Ñu�]�E�«¥��6�w�¡¦?�?���H�]�<�B�]�?�8®��~�?���« ¢�?�]�ÜÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E�]�����B�]°~²/¥��
(+, n =

400)
£±Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡¦?��§¨¦?�¢�H��¥�¦u�k�H�w�âä=���6�w�%§'�]�B�¢�Hú%�~¥�����­Ü���Ø�E�E�w�«�â�H�]�k»w¦"²,�sæ~�?���E�����

�H�]�'ä=���6�w�%§'�]�B�¢®��B�E�,Ñu�Q�E ¢�?�¡���wÑU�w�?�]��¹Ü�s�¡�?�H�H�)���E�������w�E�]° ¶ �w�E�¢¥� ¢�L�E�w�'��¥��t�H���kÌL�¡�w����¦?�H£�6�w�����
(+, n = 400)

£yÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E¦~�c·%�E�Ù�]�E­6�w�?�?�]�h§¨���]·H�?¥6�E���H���/ä=���6�w�%§'�]�B�¡�<©àß?�¨�H���Û
m = ±L Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡®��B�E���%¦?���w���?�8�6�w�¡���~���<¯<Ñ~�~®��?�6���6­��]�Ø�=�6��� µ »w�]���6�w�-°Lä=�'���B�'�]�����¥��¡­p¥��L�E�]�Ùõ)�?�« ¢­^©àß?���H�w��Û

n = 400,m = L
Þy£Sä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B��Ûà­%���]���u�±�¡�tä*�����]�%§'�]�B£�¡�QÞ)ÑU�w���w���?�w�¾Ñu�Q�±�¡�����â�¡�w�øõ,���~�?��¦~�?��Ñu�]��Ñ~¥6 ¢�6�¡Ñ~¥��Q°-×����¾�?�]�?�?�]�ï�H���Q�B�hõ,���~�?��¦~�?�

­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�w� õ,���?�?��¦?�?�
µc
°=ñy� ¶ �w�¡�w�« ¢�

µ = 0 . . . µc
�u¥�ÑU�w� §¨���t�H�w��½<¦~�~�d� ��¬~¥����

ÛéÑuÞ¨�6���¡�����w�6�w�-°~²,����ÌL�¡�w����¦?�?�c�H�]�ÙÛ
m = 0

Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡¥��B�¡�<���B�8»w¦ ¶ �]�����?� −0.5
¦?�~�§��w�« ¢�L���?¥��?���?¥g�6����¥�Ñ-°L²,���]�����B��¥�¦~ ¢���H���/���¡Í6�¡�±�¡�<Ñu�]��Ñ~¥6 ¢�L�EÑ~¥��E�,Ì%�E�w����¦~�?�¾����Ì%¦?ÑH£
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�E�U�w­L�E�¡¦?��ÑU�w�6���

µc
�]�E�¡�w�« ¢�L��§¨���¢�f°

T(V)=?1H*-,.$
* "+,
'>I.=?< � FPI
=?h3hÃ¶ �s�E�¢¥� ¢�L�¡�w�ø§¨���h�H�������L�B���E����� �H�Q�ÜÛ
m = 0

Þy£
ä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�¡�8©àß?�

µ = 0.01
·W�E�������]���k�H����ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����^Ñu�]�

α = π
2

¦?�~�º¦~�Ù©é¥6�E�B�
�E���¨Ñu�]���H�]�

M̂
£¿Ñu�]»w���6�w�?�]�Ù�N�6���6°�²8���]�*���B�*�w���?�8õ,���~�E�)�L¦?�]�?»��H�w�=è8�%Ñu�Q�±�¡�����â�¡�?�w���'�H�]�ò,�¡���w�L�E���w�¡¦?�?�á���6� ® ���Ð�H�]�tí,¦~¥��L�¡�w�?���] ¢�u¥��?��­"¦?�~�û­%��¥6�E�E���¡ ¢�ø�%���w�����]�� ¢�L�����Ø���H�]��?úL�u¥������¡ ¢�?�]�hõ8�6���U���~�w�L�E�]��¦~� � Ûà×����~�H¦~�?�6�E»]¥��?�«Þ*�w�¡­%��®��EÑ~¥��]°p¯8¦H©-¦?�~�E�w��¹Ü�H�H�w���

¥��?���]§'�]�~�H�w�]·fÑU�]�H�]¦H�E�w�¾�H���Q�w·��?¥��¡�)�H����ä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�"¥���������Í��6���« ¢�?�w�î�/�¡¥6�H���w�L�E�]�-·¥����E�
mM

Ñ?»w§k°
ϑ
£¿×^�]�B�¡��·:���Ø�h�6���]�� ¢�~�w��¯<¦H©à�]�L�E�~¥��Ø�¢�±£¿×á¥��?�¢�E ¢�?�]���~���« ¢�?­��]�Ø��¥�ÑW�H�Q ¢­6�Q°

¶ �����?�w��§¨���<�~¥���ñy�L�E�]���¢¥��-�H�Q�<�/�¡¥6�H���]�L�E�w�
dνJ
dµ

=

∫ π

0

−(cosϑ)2 = 0.5
Û � ° ü6¼ Þ

�E�î�w�¡�~¥����E�]�ø§¨���h�H���cÑU�w�6Ñ~¥� ¢�L�¡�s�E�ÜÌL�¡�w����¦?�?�^©àß?�h�H�]� Û
m = 0

Þ¿£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±�Q°�²,���
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m = L
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1
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m = L
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µ
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m = L
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ç ,.'@13<>1üS�02$
=K89*-1H=RS	��h3þ+g@7.=�I.=K8�à'�J$.13g@&nSµT(13V),."eV)1HF-$#â ñy�L�E�w�¡�]�¡�¡¥��L�f���B���H���*²,¥��B£�B�E�]����¦?�?�â�?�w�*Ì%���E¦~¥��E������¦?�

µc
�H�]�

(+, n = 400)
£±Ì%¦?Ñ~�E�u�]­L�E�¡¦?��¥��«�:½<¦~�E������£¿ä*�?�w�¡�����s£

¬��«®� ¢�?�tÛé½<ä'¬NÞs°-¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?�áÛ � ° ý Y Þ�»w�]�����/�H���¾�E�h�w�¡�~¥��Ø�¡�w�?�6·u�H�¡�w�«�H�����]�~�E���6�~¥����â¬����6¦?�©àß~�8���]�¡�¡ ¢�?���]�H�]�?�
µ
£S×á�w�E�E�k¦~�Õ�H�]�Ü�N������� � £yù¨�� ¢�L�¡¦?�?�ÜÛà­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w�¨�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�k ÞÔ°Hñy���]�¡�B�E�]�t¹Ü�6���]�L�'©é®��������?���ö�<�?�~���« ¢�?­��]�Ø�����Ø�<�H�]���N���E�]�L�E�«¥��

V (x; a) = 1
4x

4 +
1
2ax

2
�H�Q���/���?»]Ñ?¦?�¡��£ ê ¥��u�?¥�¦"�*�u¥��E�w�%ß?ÑU�w�¡�6¥��~�º»w§��w���E�]��ò,�¢�H�%¦?�?�

�
�[Z9� ¥�¦H©±·N§'�6Ñu�]�

a = µc
�6�w���E�w�û§¨ß?�¢�H��°:²,�w���:¥��¢¥����s�¡�w�

a
ÑU�]�B�E�����â�Q·*§�¥��?�ï�]���Ð�*�~¥6�B�]�Lß~Ñu�]�E�L¥��?�

�B�¡¥��B�Eæ~�~�H�w�]°8ò,ÑÏ§¨���E­%���� ¢���]��� åW¦~�E¥������]�?�~¥��?�"Ñu�Q�±�¡�w�L�����B�t�?�H ¢���`�U�]�-·�¥�Ñu�]�t�H�]�
�/�Q�?¥��~­��)�E�]��»w�]°~¯8�?���]�?�������w�c�]�<Ñu�Q�±�¡ß?�~�H�k�]���ÚåU¦~�¡¥������w�~�~¥��?�u·H�?¥��?��­6Í��?�L�E�)�]����=�~¥��E�w�%ß?ÑU�w�¡�6¥��?�"¥�¦~ ¢���H¦?�¢ ¢� ä*�¡�?Í��%¦?�?�"�6���

νJ
�w�E©à�������]�-·=�?¥"�E�« ¢� �?���º­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�

õ,���~�?��¦~�?�
µc
�����*�±�¡�w�����w�u�H�w�

νJ
©àß?�:�H�]�

n,m = L
£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±��»w¦��?Í��?�]�E�]�â×á�w�E£�¡�w�����]�¡�¡ ¢�?���wÑH�Q°p²8���]�:§¨ß~�¡�H���]���?��ë:�]�¡®��~�H�w�¡¦?�?�)�H�]� ê ¥��6���?�w�'ò,�¡Ñ?�Ø�¢�N���
ù<¥�¦?� �~¥� ¢��E�« ¢��»]���]�?�w��·p§�¥6�N���ö¬~¥��������]���~�w�:­%�E�«�B�¡¥��������?�]��ÌH¦?Ñ~�B�¡¥��~»¨�w���?�¨¹Ü�H�H�Øæu­g¥��E�����~�¡®��u�H�w�¡¦?�?�

�]�L�¡�E�?�E�Q ¢�?�w�c­�Í6�?�L�E�6°?¯<ÑU�w�<�~¥��Eß?�¡���� ¢�c���B�¨�w���Üù¨úH�HÑu�]�E��£yÌHú%�B�E�]� �?�« ¢�L��­%�¡���B�¡¥��������-°



ZRZ �kÿ�ñ r u.xQtg<%ópx�yö��x���� r �%�?xÂz��ïþ�x��ûy�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�Pu.x�±Jx��

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ý ¼ ó�ñy�Ã��ÑU�w�¡�w� ³��]���8���B���H���cä=���6�w�%§'�]�B�¢�Hú%�~¥�����­ø�H�Q�ÜÛ
+, n = 400

Þ¿£
Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E¦?�Ê¦?�Ê�H�w��Û

n = 400,m = L
Þ¿£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±�������t¥�¦~�E���]§�®��?���E�w�Ðä*��£�6�w�%§'�]�B�¡�w�øÛ ◦ Þ8���6�^�H�]�ûÛ m1 = L,m2 = (L − 2),m3 = (L − 4)

Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡®��B�E�]�
§¨���]�H�]�E�6�w�6�wÑU�w�-°sñy�Ù�H�w�������w�« ¢�?�w�â¯8�?���¢�H�%¦?�?�<§¨���'�?���=¥�¦~�E���w§�®��~�Ø�¡�w�)ä*�����w�%§��w�E�E�=�E���~�
�H���8�]�L�¡�E�?�E�Q ¢�?�w�u�H�w��½<¦u�B�������?�����¢�=§¨���]�?�w�¡���w�6�wÑU�w�-°L²8���8�6�w��Ñu�]� ÿ �~�w�����]��ÌL�E�]�����w�h­6�w�?�?£»]�w�« ¢�?�?�w���?�6�?�<¯<¦?©à�w�L�E�~¥��Ø�¢�B§�¥��~�¡�¡ ¢�?�w���?���� ¢�~­��w���E�]�-·g§�®��?�¡�w�~�Ù�E��� ÿ �H¦?�?­%���8ÌL�E�]�����w���E���s£
©à�º§¨���]�?�w�¡���wÑU�w��°=ä=�t���B���]���?�ÚÑ?�Ø©à¦~�E­p¥p�¡���6�~�¡®��?�?���« ¢�?�]��ë:�]�E�u¥����E�w���]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]·=§'�6Ñu�]�
�H���)ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����t©àß?�

m2
ß?ÑU�w�<�?�w��¬���ÝH�?¦?�?­L�âÛà��� ­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w��¬u¥����f�Lú%�U�w�¡Ñu�6���«�¡ ¢�uÞ�?���%§'�]���«®�¦H©ª�Q°

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ý Y ó~½8¦~�E������£Sä*�~�w�¡�����s£y¬��«®� ¢�~�¾�H�w�/ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�^�?�]��Û
+, n = 400

Þ¿£
Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E¦?����©àß~���H���Ú¥��?�6�w�6�wÑU�w�?�]�

µ
£¿×^�]�B�¡��°=²,���º¬?���¡�Ã®��?�?�]�Ø���H�]�Ã�N���E�w�L�¡��¥��

V (x; a) = 1
4x

4 + 1
2ax

2 �?�]�8�/���?»wÑ~¦?�E��£ ê ¥��~�~¥�¦c�*�~¥��E�w�%ß?ÑU�w�¡�6¥��?��»w§��w���E�]�/ò,�¡�?�L¦~�?��
�[ZG� °



<+ó <+óMxQy2��xQ�©� r �%�?xÂz©�.±Çt r ��x'ÿ�y�x y�õ:þ2�©x�yö��÷3±´ô�t(x��_�.t Z`q

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ý � ó � ÑU�w�¡�«¥����]�E¦~�?���H�w� Û
+, n = 400, • Þ¿£Ú¦?�u� Û −, n = 400, ◦ Þ¿£ÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E�]�-°'¤,¥� ¢� �H�w��õ)�?�« ¢­"©é¥������w���H���Üä*���6�w�%§��w�E�E�Ü�H�w��Ñu�]���H�]��Ì%¦?Ñ~�E�U�w­L�E�¡�w�

»]¦~�¡¥������w�-·?§�¥����]���?�kë:�]�E�]���?©é¥� ¢�%¦?�?���H�]�,Ì%�u�]­L�E�¡¦?����»w¦?�8¬~�������)�~¥��]°

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ý ü ófÛ −, n = 400
Þy£yÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E¦~�������8½<¦u�B�������?�����¢�w°?²,���k���w��ÑU�w� ÿ �?�w�����]�

Ì%�E�w�����w�Î��¥��¡­%���]�E�]���?���?�ì¯<¦H©à�]�6�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�~�w���?���« ¢�?­6�w���E�w��·"§�®��?�E�]�~� �H���\�¡��£�¡�w� ÿ �H¦?�?­%���w� ÌL�E�]�����w�û©àß?�Ù�E���s©à�Ü�±�¡�w�?�]�-°:²8���cä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]� Ò ��¥�¦H©à�w�%Ó��~�� ¢�L��ß?Ñu�]��?�w�û¬���ÝH�?¦?�?­L�]·*�E���u�H�w�Ù§'�]���E�w�û�������w���w���?��¯<¦H©à�]�6�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�~�w���?���« ¢�?­6�w���¾���]���w�
¤8¦?����©àß~�)�?�w�Ú¬���Ý%�~¦?�?­L�)¥�¦H©±°f¤8¥6 ¢�º�H�w�\õ)�?�« ¢­����B�/�?����¬?�6�E�ç�H�w�/ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�¦~� ½8¦~�E�������?�������6���]�� ¢�â�H�]���?�w�'Û

+
Þ¿£¿ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����?�]�-°g²8���,Û − Þy£Sä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w�¾Ñu�w£�u¥����E�w�����?�¡�,Ì%ú%�����s�¡�E���<�����H�w��Ì%���?�?�,Ñu�]�l·%�?¥��¡�*�H���,¯8¦H©à�w�L�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�?�]���~���« ¢�?­��]�Ø�©àß~�8�H�w�Ü¬���Ý%�~¦?�?­L�<�������w�¨�6���]�� ¢��¤<¦~���-�«�B�]°



q6¼ �kÿ�ñ r u.xQtg<%ópx�yö��x���� r �%�?xÂz��ïþ�x��ûy�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�Pu.x�±Jx��
(−, n = 400)

SµT(,
O]'Wý�=K&dV)8G,.< ¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?��Û � ° ý � Þc»]�w�����Ú�H��� � ÑU�w�¡��¥����]�E¦?�~� �?�w�
(±, n = 400)

£yÌ%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E�]�-°~²,���Ùä*���6�w�%§��w�E�E�¾�H�]�,ÑU�w�«�H�]�^Ì%ú%�����w�E�¡���]�Ü©é¥������w�-·U�~¥� ¢�
�H�]�\�H���Ùä*�����]�%§'�]�B�¢®��B�E�¾�H���¾ä=�?�w�¡�������?�]�/õ)�?�� ¢­H�,�~¥��¡�E���]�B�8�u¥�ÑU�w�-·W»w¦u�E¥������]�-°U¬�ß?��H���*ä*�����]�%§'�]�B�¢�Hú%�~¥�����­8ÑU�]�H�]¦H�E�w���H���]���w���?�*ë:�w�¡�w���H©é¥6 ¢�L¦~�?�<�H�]��Ì%�U�w­L�E�¡¦?���-¦?�u�k§¨���¢�
�E�~®p�¡�w�'����åU¦~�¡¥������w�~�~¥��?�k�������H�]� Ò  s���]¥��=»w���~�]�±Ó¨�H�Q�'²,���~¥p�¡�E��¦?��£yÌH�u�]­6�¡�E¦~���'�?�H ¢�§¨�« ¢�L�E���,§��w�¢�H�w��°g²/¥��*åU¦u�E¥������]�H©é¥������]���?�w�Nä*�����w�%§��w�E�E��Ñu�Q�H�w¦?�E�s�Q·��?¥6�E���H���¨ÌHúL�����s£�¡�E�����?�w��ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�¾�wÑU�w�?©é¥������������w�« ¢�â§¨���¡�-·Q§�¥����H����½8¦~�E�������?�����¡�����Ù¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�
Û � ° ý ü ÞfÑu�Q�±�¢®p�E�����]�-°wä=���?�'ë:�w�¡�¾¦H�¡¦?�?�<�«�B�]·g�?¥��¡�-�H���

(+)
£Sä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w�¾�w���?�*»w¦u�E®��E»s£

���� ¢�~�¾Ì%ú%�����w�E�¡���â�]�E�u¥����E�w��·~§�¥���÷B¥h�H�]�,¬~���¡�ã�H�]�<ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����?�]�º���Õ½8¦~�B�������~������~¥6 ¢�c�?�w�ãõ)�~�� ¢­��]�6�¢�B�~�E�Q ¢�?�w�c§¨ß?�¢�H��°
02$nV¯ù	1Hg@&(h3,.$
* I
=?'o�J$.13g@&�I
=K8 �

n,m = ±L �¯S�0213*B=?$nùE=K8@V@þ%')V)= ¹Ü�����B�E�]���6�w�~�H�]�
νJ

�B�E�w�����Ü¥�¦u ¢�{�H���^­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�îõ8�6�?�?��¦?�?�
µc
©àß?�º�H�w�öÛ

n,m = L
Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�Q·§�®��?�¡�w�u�á©àß?���?�w��Û

n,m = −L Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡¥��B�hÛà�6�EÍL�E�B�E�h×á�w�E�E����� Ì%¦~Ñ~�B�U�w­L�¡�E¦?�hÞ
�]���?��­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�w�îõ,���?�?��¦?�?�

µc
¥�¦H©ª�¡¥�¦~ ¢�L�]·f§��w�« ¢�?���������w�k­%���w���?�w�k§¨���¢�f°�¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�

Û � ° ý�ý Þ�»]�w�����=�H���]�E�w��ë:�]�E�«¥�¦H©f�¡ ¢�?�w��¥p�¡���¡ ¢�-°�¤,¥� ¢���H�w� �H���¨­%�E���E�«�E ¢�~�<õ8�6�?�?��¦?�?�
µc
©àß?�

−L −L

+L
+L

−L

+L

µ µ µ

ν ν
J,1 J,2

ν
J,3

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ý�ý ó~ÌH ¢�?�]��¥��E�«�E ¢�~�)²/¥��¢�B�E�w����¦?�?�h�H�]�<ä*�L�±§¨�� ¢­%��¦?�?�h�H�Q�<õ)�?�« ¢­H��©àß?�8�H�]�
m = −L £/¦?�~� m = L

£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�]°-ä'�Ù�6�����
νJ,1 < νJ,2 < νJ,3

°�²,���c­%�E���E�«�¡ ¢�?�õ,���?�~��¦?�~�
µc
©àß~�

m = L
§¨���¢�)���Ø�N�±�¡�w�����]�~�H�w�

νJ
���¡Í6�¡�B�]�]·Ô§�®��~�E�]�~�

µc
©àß~�

m = −L­%���w���?�w�¨§¨���¡�-°
�H�]�^Û

n,m = −L Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�=�H�]��×á�w�E��¤8¦?���W�]�E�¡�w�« ¢�L�=�~¥p�Q·%Ñ?���«�H�w���E�� ¢���w�����?�]¦?�w�Û
n,m = −L Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�Q°sñy�¾¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?��Û � ° ý ð ÞUÑU�]�E�Ø�¡»s�:�H�w��Û n = 941,m = −40

Þy£ä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�-�w���?�=­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�=õ,���?�~��¦?�~�¨�����k�u¥��?�]»w¦¾¤8¦?���S°g¯<�~�¡ ¢�?�����Q�E�E�w�~�)ÑU�]�E���E»s�:�H�]�
Û
n = 955,m = −40

Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�=§¨���]�?�w�<�]�����B�]�?�¨�?�6�?�]�
µc
°

è<���6�w­��]�?�E�=§�®6 ¢�~�B�'�H�w�
µc
£S×á�w�E�*©àß?���H�w�^Û

n,m = L
Þy£Sä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�*Ñ?�����E�� ¢��ÑU�w�

�]���?�]��Ñu�Q�±�¡�����¾�E�w�
νJ
�w�����~�w¦?�Q�

µc
Ñu�]�

µ = 0
Ñ?�����?�s�]°?¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�ÜÛ � ° ý f6Þ=»w�w�����¨�H�]�

µc
£¿×^�]�B��©àß?�ºÛ

n = 1063,m = 40
Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�Ù¥��û�H�]�h�/�E�]�?»w�6·N�~¥ÚÑU�w�¡�w���¡���H�]�Û

n = 1081,m = 40
Þy£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�k§¨���Q�H�w�Ù�w���?�

µc
£S×á�w�E�¾�6���ï¤<¦~�����?�w�¡­��6�����]�~�

ÑU�]�E�Ø�¡»s�Q°
²/¥���ë:�w�¢�¡ ¢�L§¨���~�H�]�ø¦?�u�û¯8¦H©ª�¡¥�¦~ ¢�?�w�Ð���6�ø­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�w�Ðõ8�6�?�?��¦?�?�6�w�ø§¨���]�?�w�¡�?�����

�E�� ¢�ø¦?�~�"­6���¡�E�Q�B�U���~�?���]�B�â�������H�]� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�~�B�6�w�¡�~¥����E�]�"�H�w���N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�E�t���­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w�t¬u¥����l°
²,��� Ò è8�¡�¡¥� ¢�?�sÓ��H�Q��õ)�?�« ¢­H�h�E���~���?���ºÑU�w�¡�w���¡��Ñu�Q�B�~�E�H ¢�?�]�?�w� ∆n

∆m

£¿ù<�]�E���~¥��?»w�]�-°
¬�ß?�â�H�]��Û

n,m = L
Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡¥��B�,�u¥�ÑU�w�î§¨���â¥�¦H©��?�w�k�w���?�]�"ÌH�w���E�h�H��� ∆n

∆m = 0
1

£ù¨�Q�B�6�~¥��~»�·H§��w�« ¢�?�â¥�¦~ ¢�Ü�H�]�ºõ)�?�« ¢­h���
Û
n = 400

Þ¿£±Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡¦?� Ò ¥�¦u�B��Í6�B�±Ó�Ûé¯<Ñ~Ñ?����£�H¦~�?�áÛ � ° ý � ÞBÞÔ°f²,���Q�/���B�k�L¦~�/��Í6������ ¢�-·W�?¥c�H�w��Û
n = 400,m = L − 1

Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±��]���?�]�Ð�B�¡®��E­6�w�¡�w�û�/�¢¥��?���]�6�¡�w�Ð¥�¦H©à§��w�«�±�h¥������H�]�ºÛ
n = 400,m = L

Þy£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�]°
¯8¦H©h�H�w�º¥��~�H�w�¡�w��Ì%�]�Ø�¡�"�~¥�ÑU�w� §¨���Ú�H��� ∆n

∆m = k
2

£t¦?�~� ∆n
∆m = k

1

£yù¨�Q�B�6�~¥��?»]�w�
Û
k ∈ N ÞÔ°6ñy��¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?��Û � ° ý f6Þ��~¥6�E�E���w�E�N�����'�B�E�w�����]�~�H�]� µ

�H�w�8Û
n = 1080,m = 38

Þy£ä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�)�H�]��Û
n = 1081,m = 40

Þ¿£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±�/Ñu�]�
νJ = 1058.9

¦?�~� Ò ��ÍL�±�
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¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ý ð ó-ä=�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?�Ú�H�Q��Û
n,m = −L Þ¿£¿ä*�����]�L§��w�E�¡¥6�±�¡�]�]°-²8�����6�]�H�¡�w�L�¡�w�¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?���]��»w�w�����]����� �����?­6�w��³��]���-�?���¾í,¦~¥��6�¡�w�?»Q¥��?���w�c�H�]��¦~�?���]­����~�u�]�Ø�¡�w�t¬u¥������Q�

¥����¾åf¥��?���w�?�u¥�¥���Û
n,m

ÞÔ°�²,����¦~�6�¡�w�¡��¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�Ü»]�w�����¾�H�]�î¬u¥����l·-�~¥��¡�k�H����­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�õ,���~�?��¦~�?�
µc
�H�]�ÙÛ

n = 941,m = −40
Þy£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�E�Q���?�w�º×á�w�E�

µ = 0
�]�E�¡�w�« ¢�L�]°

²,�w�,�~®� ¢�u�±�¡�kä*���6�w�%§��w�E�¡¥��B�¾Û
n = 942,m = −38

Þ��«�±�,�E�w�~�<�~¥��~�k¦?�~�º�H�Q�E�E�w��ä*�����]�H£
§��w�E�ÜÛ

n,m = −38
Þk©àß?�

µ = 0
�w�¡�E�]�� ¢�L���������±�¡�w�����w�u�H�w�

νJ
�w���?�w�û×^�]�B��­%���]���?�]�¥����k�?�w�âä*�����]�%§'�]�B��Û

n,m = −40
Þ8©àß?�

µ = 0
°fñy�"�H�w�k�6Ñu�]�E�]�á¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�Ü�����w���â�H�w�

ä=���6�w�%§'�]�B�'©àß?�kÛ
n,m = −38

ÞN�¡���w©à�w�¨¥��«�*©àß~�)Û
n,m = −40

Þs°6ä=��Ñ?���«�H�s�<�E�� ¢�h�]���t�?�w¦~�w�Û
n,m = −40

Þy£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�'�����<�?���?�]�
µc
�?�w�¡�¢¥�¦~�]°



qL� �kÿ�ñ r u.xQtg<%ópx�yö��x���� r �%�?xÂz��ïþ�x��ûy�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�Pu.x�±Jx��

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ý f?ó-ä*�L�±§¨�« ¢­%��¦?�~�Ú�H�]�tÛ
n,m = +L

Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�¡�]�]°W²,�������Q�H�¡�w�L�E�]�
¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?���]�t»]�w�����w�c��� �����?­6�w��³��]���-�H���¾í,¦~¥��L�¡�w�?»Q¥��?���w�c�H�]��¦?�?�6�w­6���?�U�w���E�]�c¬u¥������Q�¥����<åW¥��?���]�?�~¥6¥��)Û

n,m
ÞÔ°u²8���)¦?�L�E�w�¡�k¯<Ñ?Ñ~���«�H¦?�?��»]�w�����<�H�w��¬~¥����S·?�?¥6�E���E�� ¢�c�w���?�)�?�w¦~�

­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?��õ,���?�~��¦?�~�
µc
Ñu�]�

µ = 0
©àß~���H�]��Û

n = 1063,m = 40
Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±�¡�]��?�]�E�¢¥�¦u�BÑ?���«�H�s�Q°�²,�w���~®6 ¢�~�±�¡�Úä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�áÛ

n = 1062, l = 38
Þ��«�±��­%���]���?�]��¦?�~�

�H�Q�E�E�w��ä*�����]�%§'�]�B�¾Û
n,m = 38

Þ'©àß?�
µ = 0

�w�¡�E�]�� ¢�L�¨���Ø�/�±�¡�w�����w�u�H�w�
νJ
�]���~�w�Ü×á�w�E�

�6�EÍL�E�E�w�¨¥��«�<�H�]�<ä*�����]�L§��w�E�¾Û
n,m = 40

Þ'©àß?�
µ = 0

°?ñy�º�H�]�<��ÑU�w�¡�w�Ü¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�h�����]����H�]�*ä*�����]�L§��w�E�N©àß?�8Û
n,m = 38

Þ��?Í6�?�w�*¥����N©àß~�8Û
n,m = 40

ÞÔ°pä'�*Ñ?�����?�s�=�E�� ¢���w���?�¨�?�]¦?�
­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�hõ,���?�?��¦?�?�

µc
·N�±�¢¥��E�E�]�~�áÑu�]�

µ = 0
·-©àß~�Ù�H�]��Û

n,m = 40
Þy£Sä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�

�?�]�E�¢¥�¦u�w°
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�E���H�w�îõ)�?�« ¢­º¥�¦~�±Ó¢°f¬�ß?�k�H�]�ÐÛ

n,m = −L Þy£Sä=���6�w�%§'�]�B�¢¥��B�8����ÑH�)�]�)­6�w���?� ∆n
∆m = 0

1

£ù<�]�E���~¥��?»�·��~¥/�?�w�8Û
n,m = −L Þ¿£¿ä*�����w�%§��w�E�¡¥6�±��Ñu�]�E�]�Ø�¢�*�H���¨���¡Í6�¡�±�¡�w��ä*���6�w�%§��w�E�E�¨�H�]�ÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E¦~���)¦~�Ù©é¥6�E�B�]°f²,��� ∆n

∆m = k
2

£¨¦?�u� ∆n
∆m = k

1

£¿ù¨�Q�B�6�~¥��~»w�w�ïÛ
k ∈ N Þ<­6����£���]�)÷±�]�H�H ¢��¥�¦~ ¢�����6�]°pñy��¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�hÛ � ° ý ð Þ��B���~���H���¨ä*�����w�%§��w�E�¡®6�±�¡�)Û
n = 941,m =

−40
Þ'¦?�~�îÛ

n = 942,m = −38
ÞÔ·%§�¥6���w���?�w� 1

2

£yù¨�]�E���~¥��?»/�w�L�¡�E�?�¡�� ¢�L�]·?�E�« ¢�LÑu¥��Q°
×����cÑu�]�E�]�Ø�¢��¥��?���w�EÍ6�6�Q·�­p¥��?�û�H��� � ÑU�w�¡��¥��?�?¦?�?�î�H�Q��ÌH¦?Ñ~�E�u�]­6�¡�E�]�û¥�¦~ ¢�ï»w¦û�w��£�~�w�8³��E�]�?�%¦?�?���H�]�<ä*�����w�%§��w�E�E�)�~¥6 ¢�c�H�]�,Ì%ú%�����s�E�¡���â�H�w�¨ä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w��©àß?�~�E�]�-°²/¥��?¦?�¡ ¢�Ï�E���~�������w���?�w��ä*�?�]�E�6���]Ñ~¥��u�ôÛàÑU�w�/­����u�±�¢¥��L�E�]�

µ
Þ��%¦?�tä*�����w�%§��w�E�E�º�H�]�

�6���]�� ¢�~�w�ÜÌ%ú%�����w�E�¡���k�����8®��?�?���« ¢�?�w�
m
£¿×á�w�E�E�w���6���¡�~¥��~�?�w�-°

T(VW89,
&dV),
89=K$�13< I.=K8E0�1H*-=?$nùE=K8GV)I
N($."%<>1ü& ¹Ü���'�±�¡�w�����]�~�H�w�
ä*�?�]�E�6���]�~¥��¢¥����s�¡�w��]�¡�¡ ¢�?�]���?�]���%���w���,�6�w�¢�E ¢�?���]�?�w�?�/¹Ü¦~�B�E�w�����t�H�]��ä*���6�w�%§��w�E�¡�Hú%�~¥�����­W°6ä=���?�)�¡�w�«¥p�¡�����6�s£
�6�¡�?�?�s�¡�/ÌL�¡�E¦?­L�¡¦?�'�]�¡�¡ ¢�?�]���L�=ÑU�w�

ωJ = 2BJν3
J = 1

¦?�~��»w�]������¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�cÛ � ° ý ¸ Þs°�ä=��«�B���H��� ∆n
∆m = 1

1

£¿ù<�]�E���~¥��?»8�H�Q�'ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E�6��£¿¬u¥������=¦?�
m = 0

·6§��w�« ¢�?�8�����?­H�B�«¥��B�E��£�6�k¹Ü¦~�B�E�w�¨���ã�?�w�<½<�«�B�E���6�¡¥����¾���]�B�¡�w����¦~�?�Ù¥�¦H©à���]§¨���Q�B�]���~¥�Ñu�]�-°Hä=�<�E���u�c�?���)ä*�����]�H£
§��w�E�¡®6�±�¡��Û

n = 1210,m = −40
Þ¨¦?�~�ïÛ

n = 1288,m = 40
Þ¨�B�« ¢�L�EÑ~¥��]°u²8���¾»]¦?���]�?Í��¡�Ø£�6�w�â­%�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�w�k�N�����~ ]¥����s£y¬��«®� ¢�~�<Ûé¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~���w�tó � ° üL� · � ° ü�ü Þf»w�w�����]�â�%���]���B�¡¥��E�����~®��E�õk¯,¹�£¿ñy�~�B�]�=ÑU�w���w���?��ä=�E�?Í6�%¦?�?�Ú�H�]�Ùõ,���?�~��¦?�~�~°�åU§��w��õk¯8¹�£¿ñy�~�E�w���"Ñu�wæ~�~�H�]�ø�E�� ¢�

¥��Ü�H�w�Ü¬��ØÝH�?¦~�?­L�E�w�Ü¦~�~�cÑu�]�?�w�¡Ñu�]�E�6�w���H����Û
m = ±40

Þ¿£¿ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�-°?²8���k»w§��w�¥��~�H�]�E�]�Ùõk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w���¾�E���u�¾¥�¦?©U�H�]�
M̂
£y¯¨ ¢�~�E�=¦?�u�â�w�L�¡�~¥����E�]�Ù�H����ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����¾�����

m = 0
°u×�����§¨���/�6¥��?»Ù¥��ç¯8�H©é¥��~�c�H���]�E��¯<Ñ~�¡ ¢�?�?���B�¢�,ÑU�w��� Û

n = 1
Þ¿£±Ì%¦?Ñu�B�U�w­L�E�¡¦?�

�6�]�E�w�?�]�ï�~¥�Ñu�]�-·��wÝH���B�E���w�E�Ù�H�����6�EÍL�E�B�E�hõ,���?�~��¦?�~�6�¡¥�Ñ?�~®��?������­6�w���â¥��ï�H�]�ï�N�����w�ø�H�Q��
core

£¿õ,�%���¢�H���~¥p�¡�w�~�EúH�±�¡�w���w°�Ì%��������»]�w�����w�û�H���cä*�����]�L§��w�E�E�c�H�w��ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�
�����

m
¦?�Õ¤<¦?�����H���k���¡Í6�¡�±�¡�/¯8Ñ?�~®��?������­6�w�����6���

µ
°ä=�E�?Í6�?�w�t§¨���

νJ
§��w���E�w�Q·H�B��­��6�����]��§¨�������t�w���?�w� ¶ �w�¡�w�« ¢�h�����H�]� �w���?�/ë:�w�¡�w���H£©é¥6 ¢�%¦?�?���H�Q�/ÌH�u�]­6�¡�E¦~���/¥�¦?©ª�¡¥�¦u ¢�6�Q°u¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?�^Û � ° ý Z Þ¨»w�w�����)�H����Ì%���E¦~¥��E�����Ü��� ¶ �w£�¡�w�« ¢�

νJ = 2000
Ñ~»w§k°

ωJ = 4
Ñ?»w§k°?�?�w� ∆n

∆m = 4
1

£¿ù¨�Q�B�6�~¥��~»w�w��°Lä'�¨�B���~�ºåU���~�w��������]���~�w��¹Ü¦~�B�E�w��§¨���ºõ)���¡ ¢�~�w�H©à�]�~�±�¡�w�Q·*�f° �-°=�6�w�¡���?�6�w�¡�w��ä*�����]�L§��w�E�¡�?�� ¢�L�E���]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°
ä=���?���E���« ¢�?�ÙåU���~�â�~¥p�,���º�w�±§�¥��H���¾ä= ¢­%�?¦?�?­L�E�

(µ, νJ ) = (2, 2001.5), (3.2, 2001.5),
(2.9, 2000.7), (4, 2000.7)

°U²,���]�E��ë:�w�¡�w���H©é¥6 ¢�L¦~�?�º�«�±���w���?�cõ,���u�B�@�6¦~�w�?»h�H�Q��åW¦~�E¥���£���]�H©é¥������]�~���H�w�'ä*���6�w�%§��w�E�E�¨���6�ÜÛ
+
Þ¿£N¦?�~�ÜÛ − Þ¿£¿ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�h�~¥� ¢�h�?�w� ¶ ��©à¦?�¡­g¥�£�¡���6�-·%§¨���/ÑU�w�¡�w���¡�'���w»]�w������§¨¦?�¡�?��°H²8�]�¨´'�u¥��6�¡¥��L�¡�w���~����­L�«¥��¡�E���¡ ¢�?�w��ÌHú%�B�E�]�\Û

ωJ = 4©àß~�
νJ = 2000

Þ*�«�±�<���Ü�H���]�E�w� ¶ �w�¡�w�« ¢�c�����?����¥��S°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ý ¸ ó-ä*�����]�L§��w�E�¡�?úL�u¥�����­^¦?�
ωJ = 2BJν3

J = 1
·�§�¥6�â�H�]� ∆n

∆m = 1
1

£ù¨�Q�B�6�~¥��~»w�w�Ù�H�]�Nù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E�6� ¬u¥��������w�L�¢�B�?�¡�« ¢�6�Q°p²8����õ,���~�?��¦~�?�6�¡¥�Ñ?�u®��?�6���6­��w�����H�]�
ä*�����]�%§'�]�B�¡�8�H�w��ä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w�t¦?�

m = 0
���B��¥�� ���¡Í6�¡�±�¡�w�-·6§�®��?�E�]�~�h�H���8ä=���6�w�H£

§��w�E�E�k�H�]�¨ä*���6�w�H©à¦~­6�¡���6�?�w�������
m± 40

¥�� ���]�E���?�6�B�E�]�t�«�B�]·H§¨���k���Õ³��wÝL�<�]�E­%�«®��E�]°
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¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ý Z ó=åU���~�w�Ð���w�¡���?���]��ä=���6�w�%§'�]�B�¢�H�« ¢�6����� �?�w��ä*�����]�L§��w�E�¡�?úL�u¥�����­W°:ñy��?���Q�B�]�â¯<Ñ?Ñ?���«�H¦?�?�Ü�~¥�Ñu�]�î§¨���â�H�¡�w�'åW���?�]�Ú���]�E���?�6�w�k²8�« ¢�L�k��� ¶ �]�E�]�� ¢�
µ = 2 . . . 4

°
²,���<�w�¢�±�¡�¨�~¥p�=�?�w�

νJ
£ ¶ �w�¡�w�« ¢�

2000 . . .2000.6
·p�H���¨»w§��w���E�

2000.6 . . .2001.4
¦?�~���?���

�?�E���B�¡�
2001.4 . . .2002

°
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\ ø \ ø /Pø \ Lp=?h3"eV@1,l-=¨��7."%'@=?$
*B=?')gG7nùä13$.I
1H*+&B=?1üV
²,���c�¡�w�«¥p�E�����t�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­��]�Ø�

δJ
§¨¦?�¡�?�tÑU�w�¡�w���¡���w���?�6�s©àß?�?�E�]°Nñy� ¬u¥��������H�]�ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¹Ü�6���]­Lß~���,Ñu�]�E�Q ¢�?�?�]�Ú§¨���)�?����ä*�����w�%§��w�E�E�Ù�����

δJ
��� ���w�E»s�¡�w�îÌH ¢�?�¡�Ø�E�)ÑU�w�

�H�]�=¤<¦~���«�±�¡�w�����]�~�E¦~ ¢�?��°�ñy�
ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E�6�
¬~¥����~�~¥�ÑU�¨§¨���=�w���?�<�H���E�]­6�¡�<ù¨�w�«¥p�¡���6��»w§¨��£
�¡ ¢�?�w�Ü�H�]�8�*�u¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�L§¨���~�H����­6�w���¨¦?�~�º�H�]�<��¥��6�?�s�¡���¡ ¢�?�w�Úí,¦~¥��L�E�w�~»]¥��~�

m
�6�s©à¦?�H£�H�]�-°?ä*���?�E�8�~�H�]�E¦?�~�h�H�w�<�N�L�B���E�����Ü�H�]�¨ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����º¥�¦?©N�H�]�,Ì%�?�u®��¡�kÑu�]§¨���¡­L�<���

¥��������]���]���~�w�Ü¥�¦~ ¢�Ü�]���~�E�<�~�?�w�¡¦?�?�h�6���
m
¦?�u�Ü�B�6�����,�E�����Ø�¡�¾�H���]�,¥�¦~ ¢�����Ú�H�w�8�*�~¥p£

�E�w�?�6�]�¡ ¢�%§¨���~�?���6­��w���¨�w�¡­��]�?�%Ñ~¥��<�E�w���-°u¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�ÚÛ � ° ý q Þ�»]�w�����,�?���âä=�6�±§¨�« ¢­%��¦~�?���H�]��*�u¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�L§¨���~�H����­6�w���'ÑU�w�-�6�w�¢�E ¢�~���Q�H�w�?�]�cõ,���~�?��¦~�?���]�h©àß?�:÷±�k�]���ÜÌ%�U�w­L�E�¡¦?���]°
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√
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ωJ = n

4 , n ∈ N
¥�¦?©±°�²8���¨­%���]���~�w�¡�w��ÌL�EÍ6�E¦?�~���w�Ù�w�¡�E�]�� ¢�~�w�¾�~���<�H���8�/�¡�w�?»]�w�

m = ±L ·���Õ�/�]���]�~�E¥��E»)»w¦Ü�H�]� n
2

£yÌL�¡Í��¡¦?�?�6�w�-°

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?� � ° ð�¼ ó=²,���^ÌL�EÍ6�E¦~�?���]� �?�w�h�¡�w�«¥p�¡���6�w� �*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­��]�Ø���«�±�t�u�]�E��£�H�H�«�¡ ¢�����
ωJ = 2BJν3

J

°%²8���8½,¥�¦?�H�¢�±�¡Í��¡¦?�?�6�w���E�¡�s�¡�w�hÑU�w�
ωJ = n

2 n ∈ N
©àß~�

m = 0¥�¦H©N¦?�~���H���k�~®� ¢�~�B�<�E ¢�%§�®� ¢�?�]�E�]�hÑU�w�
ωJ = n

4 n ∈ N
°

0213*B=?$
46,.$P&dV@13FB$PýQF-'@1üV@13FB$
=?$¹,
$.I«��FBh�S	��1%Ýdý.,.$
&dV)= ¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�øÛ � ° ð�¼ Þk»w�w�����Ù����?�w�hù¨�]�������
(ωJ = 0 . . . 0.2,m = 10 . . .40)

�?¥6�Ù¦~�6�¡�w�¢�E ¢�~���Q�H���« ¢�?�cë:�w�¡�~¥����E�]�û�H�]�
(+)

£=¦?�u�
(−)
£¿ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����?�]�-·?ÑU�w»]ß?������ ¢���H�Q�¨�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�¡� k °~²,���

(+)
£Sä=���6�w�H£

©à¦~�?­L�E�����?�]� Ò ß?Ñu�]�¡�¡ ¢�?���]�¡�B�]�%ÓÔ·w�f° �¾�B���*�]�E�¡�w�« ¢�?�w�)�]���?�]�â���¡Í6�¡�E�w�¡�w�
m
£¿×^�]�B�N¥��«���H�]�-·g�H�w��E���8�E ¢�~��¦~�¡�E�w�~�H���« ¢�h¥��?�?�]�?���w�-°L²8���,¯8¦~�E�~¥��?���<Ñ~���«�H�w�h�?���,ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�-·6§��w�« ¢�?�

�?�w�Ü×á�w�E�
m = +40

�H���¡�w­L�8¥��~�B�E�¡�wÑU�w��°~²,¥6� Ò � ÑU�w�¢�E ¢�~���Q�E�E�w�%Ó)���B�,�?¥6�¨ä*�¡���]Ñ?�?�«�<�H�]��:¥6�E�E���]�E�]�øÑ?»]§k°=�H�]�hõ8�6�?»w�]�6�¡�¡¥��E�����ø�?�w��ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����?�]��¥�¦H©)�H�w� �N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�k ·*§�¥������Ð�H�]��½<¦~�E�������?�����¡���?�w�h¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~�ÏÛ � ° ü`q Þ��B�« ¢�L�EÑ~¥����«�B�]°*²,���Q�B�Q��ë:�w�¡�~¥���£�¡�w�c���B�<¥�¦~�¨Ì%ú%�����s�¡�E���w�6�Eß?�u�H�w��©àß?�¨�H���
(−)

£Sä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w�c�?�« ¢�L����Í��6���« ¢�-·H�E���]�?�
¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�ÚÛ � ° ý ü Þ8°×á�w���E�]�)�w�¡­��w�~�?�w�^§¨���/¦?�

ωJ ≈ 0
·W�~¥��¡�,�E�� ¢�á�H���Ù�N�6�E���E�����º©àß~�

m = −40
Ûà�N�6�Ø£

¬���ÝH�?¦?�?­L�¦��Þ)�B��©à���E�â¥�¦H©àÑ~¥�¦H�]·�§�®��?�E�]�~�^�]�)�w���?� ¶ �w§��w�6¦?�?��»w¦~� �N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L� kÛ
m = 40

Þ'����ÑH�]°U²8���]�<�H�Q ¢­L�8�B�« ¢�������,�H�]�ã­%�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�w�cä*�¡���wÑ~�?���]°?²,�w�)åW¦~�±�¢¥��~�c�6����N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�+�ö���B�'»]¦ ¶ �w�6���~�h�w�������H�¡���¡ ¢�-·%§�®��?�¡�w�~���N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k �%ú%�U�w�¡Ñu�6���«�E ¢�



qRZ �kÿ�ñ r u.xQtg<%ópx�yö��x���� r �%�?xÂz��ïþ�x��ûy�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�Pu.x�±Jx��
�«�±�Q°=¹Ü���h�±�¡�w�����w�u�H�w�

ωJ
�w�¡�E�]�� ¢�L�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L� k �?�w�Ð�w�������H�E�«�¡ ¢�?�w��åU¦~�B�¡¥��~�û���¹Ü�6���w�L�]·f���"�H�w� �E�« ¢�á�H���ÜÛ
m = 40

Þ¿£¿���L�B���E�����^�s�¢¥�Ñ?�����]�B�Q·-�f° �-°f�w���?��ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����
�H���]�E�w�c×á�w�E�8¥��?�?�����â�Q°

à � =Rù�=K*B,.$
*b=?1H$
=K8�0213*B=?$
46,.$P&dV@13FB$
=?$#â 5PO�=K8öI
1H=���F-1H$
gR"e8��`SµTdý]7.þe89= ×�����©à����£
�6�w���%¦?�h�H�w� ê ���?����·�§��w�« ¢�?�¨�6�����H�w��ä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w�������

m = −40
Ñu�]�

ωJ ≈ 0
¥����

ÌL�¡ßH�E»Q�±�¡�w�����]�Ü���]Ñ?���«�H�w�<§¨���¢�f°~²,���Q�B� ê ���~���k�~¥��<Ñ?�«�
ωJ ≈ 0.3

�w���?�w�
m
£¿×á�w�E�<����� −40¦?�u�t�H¦~�¡ ¢�?�«®�¦?©ª���6���

ωJ ≈ 0.3
Ñ?���

ωJ ≈ 0.8
�H�w�t���]�¡¥��¾�E�]�

m
£ ¶ �w�¡�w�« ¢�hÑ?�«�

m = 40
°
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�B�« ¢�L�EÑ~¥��]°�ä=���B���~�î©àß~�H©)ÌL�¡Í��¡¦?�?�6�w��Ûl¯ãÑ~���Ùä'ÞÙ�w�¡­��]�?�%Ñ~¥��Q·��6����?�w�?�]�î�?���hÌL�¡Í��¡¦?�?���]�^¯ ¦?�u�Úäô�E�p§¨��� ¶ ¦?�~�î² ÷±�]§'�]���«�k�H���������w�« ¢�?��¬~���¡�\�~¥�Ñu�]�-°

²,�����?�E�]�L¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?���]�¾�¡�] ¢�L�¡��»w�w�����]�¾²,�s�¡¥����«¥��u�B�« ¢�L�E�w�Ù�H�w�*ÌL�¡Í��¡¦?�?�~°Q×������E�w�?�]�-·p�?¥��¡�
�?����ù¨�Q�B�6�~¥��?»��H�]�kä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�^�%¦?�)ÑU�w�:ÑU�]�B�E�����¾�E�]�î²,���U�]�E�]�?»w�]�

∆m
���á�H�]���¥����?�w�E�«�E ¢�?�]�îí,¦~¥��L�E�w�~»]¥��~�

m
�]�B©à�6�����]°W²8���hÌL�EÍ6�E¦?�~���w�á¯ ¦~�~�Úä ÑU�w�¡¦?�?�w�î¥�¦?©=�w��£

�~�w�
(∆m = 8)

£yù¨�]�E���u¥��?»6· ¶ ¦?�~�^²
�u¥�ÑU�w�Ú�]���~�
(∆m = 6)

£¿ù¨�Q�B�6�~¥��~»â¦?�~�î´ �~¥p�
�]���~�

(∆m = 4)
£¿ù<�]�E���~¥��?»�°W²8����½<¦~�E�������?�����k�H�w�k²,�s�¡¥����«¥��u�B�« ¢�L�E�w�^�H�w�âÌL�¡Í��¡¦?�?��ÑU�s£�E���E»w�]�t�]���~�)¯8¦H©à�w�L�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�?�]���~���« ¢�?­��]�Ø�����Ü�H�]�t�6�w��Ñ ÿ �~�w���U��¥��E­%���w�E�E�w�cù¨�w�6���6�?�w�

¦~�~�h�]���?�8�E���s©����t�?�w�=�¡���¡�w� ÿ �H¦?�?­%���w��ù<�w��������°6²,���/¦?�L�E�]�E�,ÌH�w�¡���/�H�w��½<¦~�E�������?������­��6�B£�¡�]�E�U���~�H���w�E�¾»]¦ï�w�������H�¡���¡ ¢�?�w�
(s = ∆m)

£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢�â���������?�E�]�ïõk¯8¹�£¿ñy�~�E�w���-·�§�®��?�E�]�~�
�?���â�6Ñu�]�E�¾ÌH�w�¡���k���Ü�H�w�8¤,®��?�â�?�w�<�%ú%�u�]�EÑU�����«�E ¢�?�]���u�]�E���H�H���¡ ¢�?�]�t�*¦~�?­L�E�w�Ú»w¦������w�6�w�
­6�������w�-°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ð�� óH�N¥6�E�E���w�¡�w�c�����cä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�-°U²8���hÛ
∆m = 6

Þy£¿ù¨�Q�B�6�~¥��~»,©àß~�?�B�
»]¦?� ¯<¦~�B�¡¥�¦~�E ¢�Ï�?�w���N�L�B���E�����Ï�H�]��×á�w�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w�Ï���Ï�]���{ÌH�u�]­6�¡�E¦~�c°�²,���^ä*�Ø£�6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�ÐÛéÑ?�«¥�¦îÑ?»w§k°��H¦?�?­6�w�����¢¥�¦uÞ8���Ø�

m = −4
�¡¥�¦~�E ¢�L�k���?�E�

m
£S�N�L�B���E�����á���Ø�

�H�]��Û
m = 2

Þ¿£¿ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����øÛé���¡ß?�ºÑ?»]§k°U�~�w�����6�¡¥�¦uÞ����^�H�]�,�]�¡�B�E�]�
6
£¿ù<�]�E���~¥��?»â¦?�~�¥��~�E ¢�~�����]�¡�B�]�~�����Ø�â�H�]��Û

m = 8
Þ¿£¿ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����ÐÛé�¡ ¢�L§�¥��¡»QÞs°u²,���Q�/�w�L�¡�E�?�¡�� ¢�L�,�]���~�w�

×î¥��~�?�w�¡�û�H�]�Ùä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�ø���6�û�H�]���/�]���]�~�ø�H�Q�����6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�¡�q�ì���û�?����ù¨�s£
�6���6�û�6���ø�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�¢� k ¦?�~�Ð§¨���¡�Ð�H¦?�¢ ¢�Ð�?���Üõk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w�¨�]���~�]�

6
£Bò,�¡Ñ?�Ø�¢���w�E£��Í��6���« ¢�L�]°-×����¾�u¥�ÑU�w�ø¥6�H��¥�Ñ~¥p�¡���¡ ¢�?��ë:�]�¡®��~�H�w�¡¦?�?�6�w�á���û�H�w�Ù���6���u w¥����s£y¬���®6 ¢�?��°-²,���

¥�¦~�B�6�s�¢¥�¦~�¡ ¢�L�E�w�Üä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w��·f§'�]�� ¢�?���?�« ¢�L�/§��w���E�]�,§�¥��~�?�w�¡�-·f�B���~�º���î�H�w�)ù¨�s£
�E���~¥��?»/ß?Ñu�]�<�%ú%�u�]�EÑU�������¡ ¢�?�]�

6
£S�*¦~�?­L�E� Ò �6�w§�¥��~�?�w�E�±ÓÔ°



<+ó <+óMxQy2��xQ�©� r �%�?xÂz©�.±Çt r ��x'ÿ�y�x y�õ:þ2�©x�yö��÷3±´ô�t(x��_�.t YQ¼%Y
ì�ëHì�ë,ë ì F->~;=@±F�CYÚ^Ûéï CyG
A8FPï ~¨@±7:D%DLCEDOÚ^Û<F�5oòº@BCE5<F-7N>?F�5 fih¨A3jkF->?;5kLkð�I=@BF�~+�8@
²,�w�Ùä*���HÖ~¦~�¡�w·��H�w�â�?����õk¯,¹�£¿ñy�~�B�]���îÑ?���«�H�s�Q·�§¨���E­L�¾¥�¦u ¢�á¥�¦H©<�H����ä=���6�w�H©à¦?�~­6�¡���6�?�w��·
§¨���k�������6�E�~�w�¡���6�w��¯8Ñ~�E ¢�~�?�Ø�E�<���]»w�w�����Q°Hñy�Ü�H���Q�B�]��¯<Ñu�E ¢�?�~�Ø�E�8���]�E�6���]�� ¢�?�]�h§¨���
• ÌL�¡Í��¡¦?�?���]�t���Ü�H�w�¨�=�~¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�%§¨���~�?���6­��w���'�6�w�¢�B¦u�¨¯<�L�E�]����¥��Ü´'�u¥��6�]°
• ÌL�¡Í��¡¦?�?�����6� m(δ)

�H�]�âä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w�î���]�¡�E¦~�k ¢�~¥����E�«�¡ ¢�?�w�kù¨�]�������á���"�H�]��N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�~°
• ä*�����]�L§��w�E�¡�?úL�u¥�����­Ù�H�]�=ä*���6�w�%§��w�E�¡�N»w¦ Lz = L

©àß~�
µ = 0

���]�¡�E¦~� ¶ �Ø©à¦~�E­p¥p�¡���6��H�Q�¨¬���ÝH�?¦?�?­L�¡�]�<¯¾°
\ ø \ ø�c
ø3A TdV'K+89,.$
*�I.=K8y��7
"+')=?$.*-=?'@g@7nùä1H$
I.13*-&-=?1üVql-=K89'@,
' E 7."%F-'@"%$nV@=K1Hh
¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?��Û � ° ð�ü ÞW»w�]�������H�]�â­%��¥6�E�E�«�E ¢�?�]�¾´'�~¥��L�E¥��6�¡�w�����6�w�¢�B¦~���H�w� �¡�w�«¥p�E�����]�k�*�~¥6�B�]�H£�6�]�¡ ¢�%§¨���~�?���6­��w���¡�¡�E�u�]­6�¡�E¦~�c°Lä*���t�~���?�]�<´'�u¥��6�¡¥��L�¡�w���u­6���¡�E�Q�B�U���~�?���]�B�=»]¦t�]���~�w�¨�±�¢¥��¡­�6�]�B�EÍ6�B�¡�w�-·N�¡�w�«¥p�E�����]�ï�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­6�w���¡�]°�ñy� ¶ �w�¡�w�« ¢�

ωJ = 1 . . . 1.5
�«�±��¦?�

log(δνJ ) = 0
�]��� Ò ¯<���w�«�B�]�?�¡�w�?�?�]�%Ó/�����H�w�¨�¡�w�«¥p�¡���6�w���=�~¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�%§¨���~�?���6­��w�����E�« ¢�6�E£Ñu¥��Q·U§�¥��,�B�« ¢�^¥����,�?�6�?�w�â´'�~¥��L�E¥��L�E�w�������á�H�w�/­%��¥6�E�E���¡ ¢�?�]�Ú¹Ü�] ¢�u¥��?��­�§¨���H�]�¡�E�?���w�6�w���]°

ñy� ¶ �w�¡�w�« ¢�
ωJ = 3.5 . . . 4.0

�«�B���%¦?���w���?�c���]�E���?���cÌL�EÍ6�E¦?�~�^¦?�u�ø�E�����Ø���w���ø�6�w�¡���?£
�6�w�k´'�~¥��L�E¥��6�¡�w�����]�E­6�w�?�%Ñ~¥��]°~²,���Ù¬?�6�E���H�]�,�]���~»w�w���?�]� Ò ¶ ��ÍH ¢­��ÔÓ

ωJ = x . . . x + 0.5�6�w�¢®��~�?�w�E�8�B�« ¢�������,�B�E�]���6�w�~�H�]�
ωJ
° ê ¥�¦H©à�]��§¨���,�����������~­%�8¥��º�E���w���?�w� ¶ ���% ¢­t�¡¥��-·�E�º�¡�E�W�U�]�ø§¨���ÙÑU�w�����]�E���?�6�w�

ωJ
»]¦?�w�¢�B���H�]�ï¦?�L�E�]�E�]� ¶ ���H ¢­L�E�]����¥��-·�§�®��?�¡�w�~�î������B�E�]���6�w�~�?�w�

ωJ
¥�¦~ ¢�ï�H�����N�6�E���E�����"��� ¶ ���H ¢­^¥��~�±�¡�w�����Q° ¶ �w�

ωJ = 3.5
�¡�E�W�U�]�ï§¨���»]¦?�w�¢�B�'�H�w�������B�¡���]�E�]� ¶ ���H ¢­L�E�]���U¥��-°L²8�6�B�=­6Í��?�~�w�h�E�� ¢��¥��«�E�â»w¦?�]�¡�B�*ä*�����]�H©à¦?�?­L�E�����~�w���¥��?�Ø©à�Q�±�¡���]�E�]�-·�§�®��~�E�]�~�¾ÑU�w�«�H�<�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�¡�¨�w���?�¨�%ú%�u�]�EÑU�������¡ ¢�?�]�håW¦~�±�¢¥��~��ÑU�]�E�Ø�E£»]�w�-°�¹º�Ø�*�B�E�w�����]�~�H�]�

ωJ
��¥��?��©à�]�B�E���w�¡�w�Ù�E�« ¢�Ù�?¥��?�¾ä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w� Ò ¥�¦H©U�?�w�ô×á�w�pÓ»]¦Ü�H�w�c�N����£¿¬���Ý%�~¦?�?­L�E�]�-°?²8���]���]�L�¡�E�?�E�« ¢�L���?�w� ×î¥��~�?�w�¡�t�6�����=¦?�?­L�E�]�c»]¦c�?�w�c����£

���w�Ú�?����·U§�®��~�E�]�~���H���Ù×����u�H¦?�?�L�B»Q¥��?�����~�,¹º¥�Ý%���¾¦~�ÕÑU�w�
α = π

2

Û ≈ log(δνJ )
Þ8�~¥p�Q°Ì? ¢�?��¦u�E�E�w�~�?���« ¢�����B�8�H�w�8ë:�w�¡��¥�¦H©��H�]�<�����?­6�â¬���¥��?­��k�H�]� ¶ ��ÍH ¢­��/���6����ÑU�w�������?­H�]·H�~¥� ¢�¦~�6�¡�w�î�¡�] ¢�L�]·f�E�c§¨���k��� ù¨úH�HÑU�w�¡��£y¯��E���\©àß?�â�H��� ∆n

∆m

£yù¨�]�E���u¥��?»]�w�Ú�����
∆m = 1, 2ÑU�]�E�?�¡�H ¢�?�w�-°

\ ø \ ø�c
ø \
m(δ)
SUT(ý�=K&dVW89,.< lB=R89'@,
'�T(VW89,
&dV),
89=K$ 13$JI.=K83��FB13$.g`"e8��RS�kMO
O]13hHI
,.$.*

¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�îÛ � ° ð ý Þ�»w�]�����8�����?­H�,�?¥��,�E�]��¥��E�����k�*�u¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�L§¨���~�H����­6�w���¡�¡�B�U�w­L�¡�E¦?��¦?�~��¡�] ¢�L�¢�k�H����Ì%�E�¡¦?­L�E¦?�¡�w�á���"�H�]�k�N�����~ w¥����w£¿¬��«®� ¢�?�Ù©àß?�
ωJ = 2.72

°Uä=���ï�H���¡�w­L�E�]�/ë:�]�B£�6���]�� ¢�"�«�B�]·�¥�¦H©à���¡¦?�~�î�H�]�â���]�¡�¡ ¢�?���]�H�]�?�w�"²,�sæ~�~�Ø�¡���6�?�w�"�6���
N = J

·��¡ ¢�%§¨���]�E���~°-ñy�
¦~�6�¡�w�¡�w�î³��]���:ÑU�w�«�H�]�â¬�����¦~�E�]�Ú�?�]�E�¢�E ¢�L�¾ò,�¡�?�L¦~�?�~·W§�¥��)�H¦?�¢ ¢�^�H����¦?�?�6�]�B�EÍ��E�E���*�~¥�£
�E�w�~���]�¡ ¢�%§¨���u�H���6­��]�Ø�¢�B�6�w�E�E�w����¦?�?�c¦?�~�ï�H���h�¡�w�6�w����®6�E�E�����w� Ò ê ���?���]�%Ó����ø�?�w�â�N�����~ ]¥����s£¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�h�E�� ¢�L�EÑu¥������B�]°~ñy� ���Ø�E�E���w�¡�w� ¶ �w�¡�w�« ¢�-·%¦?�

m ≈ 0
·H�«�±�<�]���?�kù¨�Q�B�6�~¥��~»,�����

�?�w� ∆n
∆m = 9

4

£±ÌL�E�¡¦?­L�E¦?�����
m(δ)

£±Ì%�U�w­L�E�¡¦?�Ã�w�¡­��w�~�LÑu¥��Q·�§��w�« ¢�?�Ü�H�w�
4
£Bò,�EÑ?�������­%�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�w� Ì%úH�±�¡�w� �]�L�¡�E�?�E�« ¢�L�]°*²,�w�h¥��~�E ¢�~�����]�¡�B�]�~�H�

6
£Bò,�¡Ñ?�Ø��­��6�E�¡�]�E�U���~�H���w�E�Ù�����

�?�w���B�]�?���E ¢�%§�¥� ¢�?�]�ïù¨�]�E���u¥��?»tÑu�]�
(ωJ ,m) ≈ (2.72, 18)

°N²8�]��¥�Ñ~�¡ ¢�?�����]�¡�E�w�~�H�
2
£

ò,�¡Ñ?���<�w�L�¡�E�?�¡�� ¢�L�<§¨���]�H�]�E¦~�ã�H�]�8½8¥�¦?�H�E�¡�]�E���u¥��?»6°%²,�w�,�%úL�U�w�¡ÑU�������¡ ¢�?�¾åU¦~�B�¡¥��~�c������N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6� k Û
m = 40

Þf�«�±����¦H�N�B�« ¢�L�EÑ~¥��-¦?�~�Ù�H���'�?¥�»w¦k­��6�E�¡�]�E�U���~�H���w�¡�w�u�H� ê ß~ ¢­6����
m(δ)

£yÌ%�U�w­L�¡�E¦?��°
²,���]�E�Ù¯<Ñ~Ñ?���«�H¦?�~��»w�]�����,¥�¦u ¢�º�E ¢�?Í6�-·?§�¥��8Ñu�]���]���?�]�Õ�B�¡¥��E�«�±�¡���¡ ¢�?�]�º¯<�~�¡¥p�¡»¾¥������Q��6�w�¡�����¡ ¢�L��§��w�¢�H�]��§¨ß?�¢�H�k¦?�~�c§��w�« ¢�?�)ñy�H©à���¡��¥p�¡���6�?�w�t���w�¡�����¡�w���6���~���w��°
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¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ð�ü ówõ)�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�w��´'�~¥��6�¡¥��L�E�]���uÛ ◦ Þf���w�¢�E¦~�f�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­6�w���¡�¡�B�U�w­L£�¡�E¦?��°Wä*���Ú�?�6�?�w�/­%��¥6�E�E�«�E ¢�?�]�)´'�~¥��6�¡¥��L�E�]����­��6�E�¡�]�E�u�6�~�H���w�E�8���Ø�)�w���?�]�/�B�¡¥��E­����Q�±�¡Í��E£�¡�w�-·'�E�]��¥��E�����w�Ð�*�~¥6�B�]�?���Q�E ¢�%§¨���~�H����­6�w���¡�]·�§�®��~�E�]�~�Ð��� ¶ �w�¡�w�« ¢�
ωJ = 3 . . . 4

�]���?�
�?�6�?�¾ò,�¡�?�L¦~�?��¦?�~���B�6���Ø�¨���]�E���?�6�w�8´'�~¥��L�E¥��L�E�w���W�?�w�¡�¢�E ¢�L�]°

¯8Ñ?Ñ?�����H¦~�?� � ° ð ý ó�ÌL�EÍ6�E¦?�~���w� ��� �¡�w�«¥p�¡���6�w� �*�~¥��E�w�~���]�¡ ¢�%§¨���u�H���6­��]�Ø�¢�E�E�u�]­L�E�¡¦?�
Û
ωJ ,m

ÞN�6�w�¢�B¦u�:�H�w��ÌL�¡�E¦~­6�¡¦?�¡�w�����h�?�w�,Û
β,m

Þ¿£¿�N�����~ w¥����w£¿¯8Ñ?Ñ?�����?¦?�?�~°�²,���<���]���¢�H�?�s�¡�ÌL�¡�E¦~­6�¡¦?����� ¶ �w�¡�w�« ¢�ÏÛ
m = −40 . . .20

Þ)���B�Ù���øÑU�w�«�H�]�ø²,¥��¡�B�E�]����¦?�?�6�w�"�]�¡�E�� ¢�L�¡���« ¢�-°
²,���ÚÌ%�EÍ��¡¦?�?�6�w�-·N§��w�« ¢�?�Ü�H���

2
£k¦?�~�

4
£Bò,�EÑ~�Ø�¢�ÙÑ~���«�H�w���B�EÍ6�E�]�û¥�¦u ¢�Ð�?¥6�hÌ%�U�w­L�E�¡¦?�

�����~­%�]°?²,�w�
6
£±ò,�¡Ñ?�����«�±�8¥�¦~ ¢���E ¢�%§�¥� ¢�����ãÌ%�U�w­L�¡�E¦?�ã�w�¡­��]�?�%Ñ~¥��Q°
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µ
Ñ?���8�w���Üõ)�?�� ¢­�Ñu�]���w���?�]�<­%�E���E�«�E ¢�~�w��õ8�6�?�H£

��¦?�?�
µc
�w�E©à�������]°6²8�]�'õ)�?�« ¢­¾­6���¡�E�Q�B�U���~�?���]�B�N���Ø�'�?�w�*�]�������?�E�«�E ¢�?�]� ¶ �Ø©à¦?�¡­p¥p�¡���6�-°²/¥��kä*�¢�¡ ¢�?�w���?�w�îÑ?»]§k°�ë:�]�¡�¡ ¢�%§¨���~�?�w�î�H�w�â­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�]�îõ,���~�?��¦~�?�

µc
ÑU�w�'¤8¦?���­��6�E�¡�]�E�U���~�H���w�E�'�����8�H�w�8�Lú%�U�w�¡Ñu�6���«�¡ ¢�?�w� ¶ ��©à¦?�¡­p¥p�E������°

5 ²8����­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?��õ,���?�~��¦?�~�Ü©àß?���H�w�{Û n,m = +L
Þy£Sä*�����]�%§'�]�B�¢¥��B�âÑu�]�����?�L�Ñu�]��¤<¦~����©àß?�

νJ = 1
¦?�~��§¨���¡���6�EÍL�E�E�w�¨�����,�B�E�w�����]�~�H�]�

νJ
°u¯8�Õ�=¦?�?­L�

¥��^�?�w���w���?� ∆n
∆m

£¿ù¨�Q�B�6�~¥��~»¾���Ø�
∆m = 2

¦?�~�
∆n ∈ N ¥�¦H©ª�¢¥�¦~ ¢�L�)�w�E£�E ¢�?�]���L�,¥�¦~ ¢�Ü�w���Ü�?�]¦?�w�/õ)�?�� ¢­W·U�B�6��¥��?���â�H�]�8�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L� k �?¥6�<ä*�6��£��¦H�¡���6�~�¡�E ¢�?�]��¥ � �~¥��]°

5 ²8���â­%�E���E�«�¡ ¢�?�¾õ,���?�?��¦?�?��©àß~�,�H�]�øÛ n,m = −L Þy£¿¯,�±�<ÑU�w�6���~�6�/���Ø�/�w���?�w��?���?�]� ×^�]�B�h©àß~�
νJ = 1

¦?�~� §¨���¡� ­%���w���?�w�h�����t�B�E�w�����]�~�H�]�
νJ
°=¯<�

�*¦?�?­L�*¥����H�w� �?��� ∆n
2

£yù¨�]�E���~¥��?»�¥�¦H©ª�¢¥�¦~ ¢�L�]·g�6�w�¢�E ¢�%§¨���~�H�s�N�H����­%�¡�Ø�¡���¡ ¢�?�
õ8�6�?�?��¦?�?�~°Q²,¥��~¥� ¢�Ù�w�¢�E ¢�~�w���6���w���¾�?�]¦?�w��Û

n,m = −L Þ¿£¿ä*���6�w�%§��w�E�¡¥��B�-���Ø��w���?�w���?�6�?�w�Ð­%�E���E�«�E ¢�~�w� õ8�6�?�?��¦?�?�~°:²,���Üä=���6�w�%§'�]�B�¡�tÑU�sæu�~�H�w���E�� ¢�û���
åU�w�L�E�¡¦?���?�w�¨�?�]¦?�w�Üõk¯8¹Ü£Sñy�~�E�w�S°

• ²,����Û + Þy£Sä*�����]�H©à¦?�?­L�¡���6�?�w�t�~¥��¡�B���w�¡�w�t�H���/�N����£¿¬���ÝH�?¦?�?­L�E�)�H¦?�¢ ¢���]���tÑ?��©à¦?�E­p¥��E��£���u�E®��?�?���� ¢�?�Q�kë:�w�¡�~¥��Ø�¡�w�-·�§'�]�� ¢�?�Q�k�w���?�h�~���?��¯8¦H©à�w�L�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�?�]���~���« ¢�?­��]�Ø�
¥��
�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L��¥�¦H©à§��w�«�±�Q·�¦~�~¥�Ñ?�u®��?�6���º�6Ñø�H�]�Ù�N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L��Ñu�]�E�]�Ø�¢�¾�%úL£�U�w�¡Ñu�6���«�E ¢�c�«�±�Q°



YQ¼ f �kÿ�ñ r u.xQtg<%ópx�yö��x���� r �%�?xÂz��ïþ�x��ûy�õ*þ��©x�yö��÷i�Põ°�Pu.x�±Jx��
• ²8����Û − Þ¿£¿ä*�����w�?©à¦?�?­L�E�����?�]���~¥6�E�E���w�¡�w���H���/���6�Ø£y¬��ØÝH�?¦~�?­L�E�)�H¦?�¢ ¢���w����Ñ~�Ø©à¦?�¡­p¥p�¡�Ø£���~�¡®��?�~���« ¢�?�]��ë:�]�E�u¥����E�w��·?§'�]�� ¢�~�]���w���?�â�E�w�?�¨�6�w�¡���?�6�k¯<¦H©à�]�6�¡�~¥����¡�E§�¥��?�¢�E ¢�~�w���H£
���« ¢�?­��]�Ø�¾¥�� �N����£y¬���ÝH�?¦?�?­L�Ù¥�¦H©à§��w�«�±�Q·-¦?�~¥�Ñ?�~®��~�����c�6Ñ"�H�w�â�N�6�Ø£y¬��ØÝH�?¦?�~­6�âÑU�s£�E�]�Ø�¢�¨�%úL�U�w�¡ÑU�������¡ ¢���«�±�Q°

• ²8���*�¡�w�«¥p�E�����:�=�~¥��E�w�?�6�]�¡ ¢�%§¨���~�?���6­��w��� δ �]�E�«¥�¦?Ñ?�-¦?�~�-�]���~�:�����B�¡���]�E�=��¥����?�w�E�«�E ¢�~�í,¦~¥��L�E�]�?»]¥��?�
m
»w¦kÑU�w�¡�] ¢�?�?�]�-°wä=���?��ÌL�EÍ6�E¦?�~�<�H�w��ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�k§¨���¡­L���B�« ¢�

¥�¦H©
m
¥�¦u�w°Q²8¦?�¢ ¢�â�]���?�/Û

m,ωJ
Þ¿£y²,¥��¡�B�E�]����¦?�?�8­g¥��?�¾�H�]��ä=���HÖu¦~�E�N�H�]��²,ú%�~¥�����­U·§'�]�� ¢�?�*�?���*­%�«¥��¡�B�«�¡ ¢�?�w�kÌL�E�¡¦?­L�E¦~�E�]�/�]�E»]�w¦?���]·w¥�¦H©H�H���=ä*���6�w�H©à¦~�?­L�E�����?�]�â�±�¡¦~�H���w�E�

§'�]�¡�H�]�-°?Ì%�������¨­g¥��?���]���~�/­%�«¥��¡�)åU¦~���¢�H�%¦?�?�Ù�?�w�<ÌL�EÍ6�E¦~�?�Ù»]¦��]�6�¢�B�~�E�Q ¢�?�w�~�?�w�
õk¯8¹�£¿ñy�~�E�w�«�±�¡�E¦?­L�¡¦?�E�]�t�]�B©à�6���6�w�-°

• ²8����Ñu�]��Ñ~¥6 ¢�L�E�s�¡�w�îÌL�EÍ6�E¦?�~���w�^»w�]���6�w�-·f�?¥6�E�/�w���?��ù¨�Q�B�6�~¥��?»�»w§¨�«�¡ ¢�?�w�^ä*���6�w�H£©à¦?�?­L�E�����?�]�ø�����
∆m

�w���?�w��×����~�H¦?�?�L�B»Q¥��?�
ωJ = ∆n

∆m

���Ø�
∆m

¥����Ù¤<�]�?�?�w�
�w�L�¡�E�?�¡�� ¢�L�]°6õ)���]���?�]�E�<ÌL�¡Í��¡¦?�?�6�w��§'�]�¡�H�]���H¦?�¢ ¢���H���<�6�EÍL�E�E�w�¡�w�âÑU�w�]���?Ö~¦~�¡�±�=¦~�~�
���
ωJ
�6�w�¢�E ¢�?�6Ñu�]�-°

• ²8��� Ò  s���]¥��k»]���?�Q�yÓ����
¤8¥
2
£±Ì%�u�]­L�E�¡¦?� ­6Í��?�?�]�á�?�w�îÑu�]��Ñ~¥6 ¢�L�E�s�¡�w�øåU�6�?�w�á���w£�E���?���]��ä*�����w�%§��w�E�¡�H�« ¢�L�E�Ü¥��«��ä*�¡���]Ñ?�?�«�h�H�Q�tåU¦~�¡¥������w�H©é¥������w�u���H�w�

(+)
£¾¦?�u�

(−)
£¿ä*�����w�?©à¦?­L�E�����?�]�c�]�L�¡�E�?�E�Q ¢�?�w��°

\ ø \ ø X(ø / !#13')&(,.')'@13FB$
²,���Q�B�/¯<�¡Ñu�]�Ø��­p¥��?�c�H���/�/�¡¦?�~�?�B�E¦?­L�¡¦?�E�]�t�H�Q�=ä=���6�w�%§'�]�B�¢�Hú%�~¥�����­Ù�]�E­%�«®��¡�w��¦?�u���?¥6�
¯8¦H©ª�¡¥�¦~ ¢�?�w���6����ù¨�Q�B�6�~¥��?»]�w�Ð���Ï�?�w�cí,¦~¥��L�E�w�~���Q ¢�~¥��~��­W·*¥�¦?©à���¡¦?�~� �H�w�t�u�]�E���H�H��£�¡ ¢�?�w�ºò,�¡Ñ?�Ø�¢�����Ü�H�]�¨­%��¥6�E�E���¡ ¢�?�]�t¹Ü�Q ¢�~¥��?��­W·H���6�E�¢¥�¦~���¡¥����]�-°
²,���â½,¥�¦?�H�¡�w�¡���]Ñ?�?�«�E�E�k�B���~�^ó
• í,¦~¥��L�E�]�?���] ¢�~¥��?�«�E ¢�?�tù¨�]�E���~¥��?»w�]�ï�w�L�¢�B�?�¡�] ¢�~�w� ∆n

∆m

£¿ù<�]�E���~¥��?»w�]�"¦?�~�ï­6���E£�E�Q�B�U���~�?���]�E�]�t�����8�H�w�
(s = ∆m)

£Bò,�EÑ?���¡�¨�?�w�¨­%��¥6�E�E�«�E ¢�?�]�t¹Ü�Q ¢�~¥��?��­W°
• ²8��� Ò  s���]¥��8»]���?�Q�yÓ¾�H�Q�/¤,¥ 2 £yÌ%�U�w­L�¡�E¦?�ç­6Í��?�?�]�Ú�H�]�ºÑu�]��Ñ~¥6 ¢�L�E�s�¡�w�áåW���?�]�º���w£
�E���?���]��ä*�����w�%§��w�E�¡�H�« ¢�L�E�Ü¥��«��ä*�¡���]Ñ?�?�«�h�H�Q�tåU¦~�¡¥������w�H©é¥������w�u���H�w�

(+)
£¾¦?�u�

(−)
£¿ä*�����w�?©à¦?­L�E�����?�]�û�]�6�¢�B�~�E�Q ¢�?�w�-°*Ì%�6���Ø���B���~�Ð�H���ÜåU�6�?�w�û�?�« ¢�6���w���Ðä*�E�6�wÑH£�?�����H�]�Ù�N�]�E���H�H��»]�Ø�¢®p�������

ωJ
·:�B�6�~�H�]�E�"ÑU�w�?Í��E�����]�ø�H��� ¶ �]�?���?�6¦?�?�u·��?¥6�E�Ù�H���Ò í,¦?�]����£ ê ���?���sÓ)�E�� ¢�c�?�« ¢�L�����Ü�H�w�Ü¬���Ý%�~¦?�?­L�E�]�cÑU�sæu�~�H�s�Q°
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ñy�ï�?���Q�B�]�â¯<�¡Ñu�]�Ø�â§¨¦?�¢�H�]�á�%���w���tåU¦~�¡¥������w�?�u®��?�6�Ù»]§¨���¡ ¢�?�w�î­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w�k¹Ü�] ¢�u¥��?��­
¦~�~�áí,¦~¥��L�E�w�~���Q ¢�~¥��~��­�¥�� ¶ �w�«�B�~���]���H�Q�,ù<ú%�?Ñu�]�E��£¿¯��¡�����8¦~�~�º�H�Q�8�����~�]¥��¡�w�^ù¨úH�%£ÑU�w�¡��£y¹Ü�6���]­Lß~���N�B�E¦~�H���w�E�]°6²8���,ÌL�¢®��¡­����H���Q�B�]�*¯<�¡Ñu�]�Ø�*�«�B�*�]�]·��?¥��¡�:�E���¨¥�¦?©U�]���?�]�
¹Ü�H�H�]�ÑU�w�¡¦?�L�8¦?�u�Ü�?�« ¢�6�/¥�¦H©:�w���?�]�8½8¥��������E���?©à¦?�?­L�E�����-·u§'�]�� ¢�~�â���Üß~Ñ?���« ¢�?�]�E§��w�«�B�)­%�«¥��¡�B�«�E ¢�
©à�6�E�Ù¦?�����]�B��¦?�~�Ð�?¥��~�Ð¥�¦H©/�H���ºí,¦~¥��L�E�]�?���] ¢�~¥��?��­ï¥��?¥��H�E���w�E�Ù§¨���¡�-°*²,¥6�H¦?�¢ ¢�ø­�Í6�H£
�~�w�Ï�H���ÜÑu�]���?�w� ¶ �]�¡ ¢�?�E�]��Ñ~¦?�?���]�Ð¥�����§¨���¡­L���« ¢�Ð¥�Ñ?�~®��~�����áÑU�s�¡�¡¥6 ¢�L�E�s��§��w�¢�H�w��°*²8���Ì? ¢�L§�®� ¢�~�â�H���Q�B�]�8¯<�¡ÑU�w���8�E�Q�B¦~�Ø�¡���]�B�,¥�¦~�¨�]Ñu�]�º�H���Q�B�Q�8¤8�� ¢�L�E�6���¡�~¥��u�H�w�~�E�w���~�¨�H�]�8½8¥�£
�����Ø�¡���H©à¦~�?­L�E�����-·u§�¥6�'�%¦?�¨�]���J�L¦~¥������¡¥��E�����w��ë:�]�E�6���]�� ¢�c�w�¡��Í������« ¢�6�Q°
²,���]�E��¯8�EÑU�w���â�±�¡�w���Ø�k�w���?�]�^�6¦H�E�]�)¯8¦~�E�6¥��~�6�E�?¦?�?­L�8©àß~�/§��w���E�]�E��è<�L�¡�w�¢�B¦~ ¢�%¦?�~���w�ÑU�s�¡�E�W�U�]�~�âù¨úH�HÑU�w�¡��£±Ì%úH�B�E�w���:�?¥��]·s§��w���6�~¥����/�¡¦?�~�H�6�w�¢�±�¢®��~�?�?���Wß~Ñu�]���H���*¯<Ñ?�«®�¦?©à�*���

ä=���6�w�%§'�]�B�E£yÌH�u�]­6�¡�E¦~�������¾�H�]�)²,ú%�~¥�����­Ú¥�¦?©��H�]�/�N�6���~ ]¥����s£y¬���®6 ¢�?�¾���"åW¦~�E¥������]�H£�u¥��?�k�6�wÑ?�¢¥� ¢�L�N§¨���¢�f°�Ì%�6�� ¢�?�¨§��w���E�]�E�¨¯8�EÑU�w���E�]���E�������E�w��¦?�L�E�]�¡¥��~�H�]�E�]� �H����©à�������w�u�H�w�
�=¦?�?­L�E�â¦~�6�¡�w�¢�B¦u ¢�?�w�-ó
• ²,���âè8�6�¡�w�¢�E ¢�~���Q���H�]�<²8�wæ~�?���E���������6� N = J

»]§¨���¡ ¢�?�]�t­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w��¹Ü�] ¢�~¥��?��­
¦?�~��í,¦~¥��6�¡�w�?���Q ¢�~¥��?��­áÑu�Q�?¥��E©8�w���?�����]�~¥�¦~�w�¡��è<�L�E�]�¡�E¦~ ¢�%¦?�?�u°�×�ß~�~�E ¢�~�w�~�B£§��w�E��§�®��¡�*�w���?�'¯8�B� Ò ¯8�?�~¥6�E�E¦?�?��Ó:ÑU�w�«�H�]��²,�sæ~�~�Ø�¡���?�]�Ù¥��«�N�/�E¦?�u�H��¥����:©àß~���]���?�]��L¦~¥��L�¡�Ø�¢¥p�E�����]�¨¯<�~¥���úH�E��°

• ²,���'�¡¥6�H��¥����'õ8�6���U���~�s�E�]�â�H�]�NÌ%úH�B�E�w���]·]§��w�« ¢�?�*Ñ~���~÷±�s�¡»s�:¥�¦~�E���]­L�«¥������w�E�-§¨¦?�E£�H�6·Q�Ù¦~�¡��¥�¦H©~���E�6�w�~�â�w���?�'×á�w�«�E��ÑU�w�¡ß~ ¢­H�E�� ¢�L�E������§'�]�¡�H�]�-°p²8���]�N�E�����Ø�¡�'�Q���]�E��Í6��£���� ¢�?�]�^�H�]� �L¦~¥������¡¥��E�����w�Üë:�]�E�6���]�� ¢�Ú�����â�H�w�âí,¦~¥��6�¡�w�?���Q ¢�~¥��?��­c»w¦Ú�]�E§��w���E�]�E�
¦?�~�c�6�w���]Ñu�]�?�w�?©é¥��������]���?� ¶ �¡ß~ ¢­��/»w¦��w���?�]�â�L¦~¥��L�¡�Ø�¢¥p�E�����]�të:�]�E�6���]�� ¢�tÑ?�����H�]�-°

• ²,�w� � Ñu�]�E�L¥��?�Ü�H�Q�k­%��¥6�E�E���¡ ¢�?�]�îÌ%úH�B�E�]���â���~��´'�~¥��L�)�¾¦~�¡�k�?�H ¢�"�H�w�¡¥��������]�B�¡�w�¦?�L�E�]�¡�E¦~ ¢�L�¨§'�]�¡�?�w�-°
• ²,����²8ú%�~¥�����­Ü�H�]�/ä=���6�w�%§'�]�B�¡� νJ,n,N �H�Q�,ä=�?�w�¡�����s£¿�:¥��¢¥����s�¡�w�¢���¾¦~�¡�8§��w���E�]��~¥6 ¢�t���L�E�w�¡�]�¡�¡¥��L�E�]�tõ,���~�B�E�]���«¥p�¡���6�?�w�t¦?�L�E�w�¢�E¦~ ¢�L��§��w�¢�H�]�
¬�ß?��è<�L�¡�w�¢�B¦~ ¢�%¦?�~���w������ù<¥��?���]���H�w���B�]����­%�«¥��¡�B�«�E ¢�~�w���*�%úH�B��­W·6­p¥��~���H���]�E�8¯<�E£

ÑU�w���]·W�?¥��E���â¥�¦H©N�w���?�w�Õ­��6�?­%�E�w�E�w��¹Ü�H�H�]�-Ñ~¥��E���w�E�]·?»]¦?��ë:�]�¡�B�¡®��~�H�«�<�H�]� � ÑU�w�¡�6¥��~�6�»]§¨���¡ ¢�?�]�cí,¦~¥��L�¡�w�?���] ¢�u¥��?��­¾¦?�u��­%��¥6�E�E���¡ ¢�?�]�=¹Ü�] ¢�u¥��?��­ÙÑU�w���E�¢¥��6�w�-°L²8���]�'ÑU�w»wß~������ ¢�
�Ù¦~�¡�<¥�ÑU�w�¨�?�H ¢�c�w���?�����k¯<�¡Ñu�]�Ø�<�6������Ñ~�¡¥6 ¢�6��§��w�¢�H�w�-°
ä'�:§¨���¢�Ù�����*�6�w�¡�¾¦H�¡���« ¢�Ù�~�� ¢�L�:���]�E�6Í��?�L�:�B�]���-·�§'�]�Ø�¡�w�¡��¯8�EÑU�w���E�]��»w¦��H���Q�B�]�
³��?�w£

��¥�¥�¦~�B»]¦H©àß?�?�¡�w��°uò,ÑL§����~�l·%§��w�¨§��w�«�E�1è

YQ¼L¸
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J2 = (N + L cos(α))2 + L2 sin2(α)
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J2 − L2 sin2(α) = (N + L cos(α))2 Ûé¯¾° ¸ Þ
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L cosϑ1 = L cosϑ2
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δϕ′ = arctan

L sinϑ [sinϕ1 + sin(ϕ1 + δϕ)]

L sinϑ [cosϕ1 + cos(ϕ1 + δϕ)] +N1
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δϕ = K cosϑ.
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