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Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir einfithrend im Kapitel 1 nichtlineare partielle
Differenzialgleichungen von der Form:

—Apu—b(x)uP~ = flz,u) +c(z)u? Tt inQ
u>0 in€
u=0 aufodf),

wobei Apu = div(a(z)|Vu[P72Vu) mit a(z) > 0in Q und 1 < p < n. Das
Gebiet € sei beschréankt in R” mit n > 3 und p* = :—_”p der kritische Sobolev-
Exponent. Da die Sobolev-Einbettung von Wol’p(Q) nach LP"(Q) nur stetig
und nicht mehr kompakt ist, lassen sich die Standard-Methoden der Va-
riationsrechnung nicht anwenden. Wir werden jedoch im Kapitel 1 zeigen,
dass das zum obigen Problem gehorige Funktional ¥ einer lokalen Kompakt-
heitsbedingung geniigt. Mit Hilfe dieser Kompaktheitseigenschaft und dem
Mountainpass-Lemma bzw. dem Variationsprinzip von Ekeland werden wir
die Existenz von schwachen Lésungen beweisen. Die Beweismethode hingt
vom Wachstum der Stérung f(z,-) in null ab.

Im Hauptteil der Arbeit, dem Kapitel 2, wenden wir uns dem Brezis-
Nirenberg-Problem auf der Sphére zu. Unter dem (verallgemeinerten) Brezis-
Nirenberg-Problem auf der Sphéire S verstehen wir das Problem

—Apsnt — Al =yl inQ cS”
u>0 ing ()
u=0 aufdf,

wobei Q' # S™ ein Gebiet auf der Sphiire S ist. Die Parameter abhingige
Storung sei von niedrigerer Ordnung, daher gilt 1 < ¢ < p*.

Das Problem hat seine urspriingliche Motivation im Yamabe Problem
(sieche Aubin [3]). Brezis und Nirenberg untersuchten in der Arbeit [13] das
nichtlineare elliptische Randwertproblem fiir den Laplace-Operator in be-
schrankten Gebieten im euklidischen Raum R"™. Ebenfalls fiir den Laplace-
Operator untersuchten Ambrosetti, Brezis und Cerami in [2] das in null
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Einleitung

superlineare Randwertproblem

n+2

—Au—- A ult=yn2 inQcR”
u>0 in®
u=0 aufodf,

mit 1 < g < 2. Sie beweisen die Existenz von zwei positiven Lésungen. Das
in null superlineare p-Laplace Problem behandelten Azorero und Alonso in
[24] und [26]. Unter geeigneten Voraussetzungen konnten sie ebenfalls die
Existenz von zwei positiven Losungen beweisen.

Im Artikel [10] stellt Brezis fest, dass die Existenz von Losungen fiir das
Brezis-Nirenberg-Problem einerseits von A, andererseits aber auch von der
Topologie des Gebiets {2 abhingt. Ausgehend davon betrachteten Bandle,
Brillard und Flucher [5] dieses Problem auf Gebieten in Réumen konstan-
ter skalarer Kriimmung. In ihrer Doktorarbeit [40] untersuchte S. Stapel-
kamp das Brezis-Nirenberg Problem im hyperbolischen Raum H"™ und in
[4] untersuchten Bandle und Benguria die Existenz und Nichtexistenz von
rotationssymmetrischen Losungen fiir p = ¢ = 2 in geodétischen Kugeln auf
der S3. In dem Zusammenhang konnten Bandle und Benguria ein sehr inter-
essantes Phédnomen beobachten. So beschrieben sie in [4] als erste numerisch
berechnete Losungen in grossen Kugeln fiir A < 0.

Das Kapitel 2 ist folgendermassen aufgebaut: In einem ersten Schritt
wird im Kapitel 2.3 ein Existenzresultat von Bandle, Fleckinger und de
Thélin [6] fiir A > 0 verallgemeinert. Im Kapitel 2.4 wird die Nichtexistenz
von Losungen fiir (x) betrachtet. Es zeigt sich, dass aus der Pohozaev-
Identitdt fiir den p-Laplace-Beltrami-Operator in sternformigen Gebieten
keine Aussage gewonnen werden kann. Wir werden uns daher auf rotations-
symmetrische Losungen in geoditischen Kugeln konzentrieren. Das Resultat
schliesst eine Liicke zwischen Existenz und Nichtexistenz fiir p € ("TH, ”T“)
der Arbeit von Bandle, Fleckinger und de Thélin [6]. Im Folgenden wer-
den die Fille abhéngig von p % q fiir das Problem (%) separat betrachtet,
wobei jeweilen der Laplace-Beltrami-Operator (p = 2) und der p-Laplace-
Beltrami-Operator (p # 2) getrennt diskutiert wird. Der lineare Fall (p = q)
ergénzt fir n > 4 die Arbeit von Bandle und Benguria [4]. Im superlinearen
Fall (1 < ¢ < p) wird durch Minimieren eines abgeschnittenen Funktionals
eine Losung fiir (*) gefunden. Mit Hilfe von diesem Minimierer folgt aus
dem Mountainpass-Lemma unter geeigneten Voraussetzungen eine zweite
Losung fiir (x). Fiir den sublinearen Fall (p < ¢ < p*) folgt aus dem Kapitel
1 die Existenz eines A* € R so, dass fiir alle A > A\* eine Losung fiir (x)
existiert. Es wird daher in dem Kapitel darum gehen, A\* genauer zu be-
schreiben. Mit Hilfe der in Kapitel 3 beschriebenen numerischen Methoden
werden im Kapitel 2.9 die von Bandle und Benguria numerisch gefunde-
nen Losungen systematisch untersucht. Es stellt sich dabei heraus, dass die
Losungen eine grosse Struktur aufweisen und unabhéngig vom kritischen
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Einleitung

Sobolev-Exponent berechnet werden kénnen. Der Existenzbeweis fiir diese
Losungen ist nach wie vor offen.

Das Kapitel 3 behandelt die verwendeten numerischen Methoden zum
Berechnen von Losungen, sowie von Losungspfaden des Brezis-Nirenberg-
Problems. Da die Dimension n > 3 ist, konzentrieren wir uns auf rotati-
onssymmetrische Losungen in geodétischen Kugeln. Mit Hilfe von Schiess-
methoden erhalten wir einen Punkt auf einem Losungspfad, den wir mit
der “path continuation”-Methode von Keller [32] in einem finite Elemente
Raum fortsetzen.

Notation

Die zu den Sobolev-Réumen WO1 P(Q) gehérigen Normen bezeichnen wir mit
|| - ||, und die Normen zu den Réumen der Lebesgue messbaren Funktionen
L9(Q) mit | - |pe. Fiir den kritischen Sobolev-Exponent verwenden wir die

Notation p* = % und mit

= inf / |VulPdx
uEWO
lulp

bezeichnen wir (bis auf die Potenz —1/p) die beste Konstante fiir die Sobolev-
Einbettung Wol’p(Q) C LP"(Q). Es gilt daher

. 1/p* 1/p
( / |u|? dx) < s e ( / |Vu]pdat> .
Q Q

Die Konstante ist gegeben durch

(5,100 = (2= P) (n <p—1>>i <F<1+n— ;>r<z>w<n—1>>i

)

p—1 n—p I'l1+n)

wobei

7.[.n/2

(n/2+1) | s

w(n) =

das Volumen der n dimensionalen Einheitskugel ist. Mit |[S"~!| bezeichnen
wir die Oberfliche der n — 1 dimensionalen Sphére

S"_lz{xeR”:m: az%—i—...—l—x%:l}.
Es gilt

27Tn/2

[(n/2)

5" =



Einleitung

Mit

ueK

Sp.q(2,a,¢) = inf / a|lVulPde, K = {u € Wol’p(Q) : / ¢lulfdx = 1}
Q Q

bezeichnen wir (bis auf die Potenz —1/p) die beste Konstante fiir die Sobolev-
Einbettung W, 7 () € LY(Q) mit den Gewichten a € C'(Q) mit a(z) > 0
in Q und ¢ € L°(Q2) mit ¢(z) > 0 in Q.
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Kapitel 1

Allgemeine Existenzresultate

Wir betrachten das Problem

—Apu —b(z)uPt = f(x,u) +c(z)u®™t in Q CR"
u>0 in (1.1)
u=0 auf 09,

wobei mit A, der gewichtete p-Laplace Operator mit 1 <p <n

Apu = div(a(z)| VulP 2 Vu)

bezeichnet sei und s = p* = n"—_pp. An die Funktion b setzen wir voraus, dass
ein v > 0 existiert so, dass

/Q (alVoP —bl¢P)dx > 'y/Qanbpdx Vo¢e Wol’p(Q). (1.2)

Die Funktion f(x,u) sei eine Stérung mit niedriger Ordnung in dem Sinne,
dass limy 4 oo f(2,u) /u*~! = 0 gleichméssig in z gilt. Zudem verlangen wir
f(x,0) = 0. Wir werden uns spiter auf f(z,u) = Ad(z)u9"! beschrinken,
wobei die meisten Resultate ebenfalls fiir f(z,u) = Ag(z,u) leicht verall-
gemeinert werden kénnen. Es sei a(r) € C1(Q) mit a(x) > 0 in Q und
c(z) € L*®(Q) mit ¢(z) > 0 in Q. Das Gebiet ) sei beschriinkt, und der
Rand 0% sei geniigend regulér so, dass schwache Losungen von (1.1) auch
starke Losungen u € C5%(Q) sind. Um die Messbarkeit der zusammenge-
setzten Funktionen g(z,u(x)) = b(x)uP~! + f(z,u) + c(x) u*~! sicherzustel-
len, setzen wir voraus, dass g : 2 Xx R — R eine Caratheodory Funktion ist.
Daher ist g messbar in x € 2 und stetig in u € R. Die Werte von f(x,u) fiir
u < 0 sind irrelevant. Wir definieren daher f(z,u) =0 fir x € Q undu < 0.
Mit F(z,u) := [, f(x,s)ds sei die Stammfunktion von f(z,u) bezeichnet.
Die Beweismethode fiir die Existenz von Losungen héngt vom Wachstum
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Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

der Stérung f(z,-) in null ab. Wir unterscheiden die folgenden Fille:

sublinear in 0: f(;f’_?) — 0 fiir u — 07, gleichméssig in x, (1.3a)
u
linear in 0: 7 (f’ff) —d > 0 fiir u — 07, gleichm. in z, (1.3b)
u
superlinear in 0: fii’_?) — 400 fiir u — 07, gleichm. in x.  (1.3c)

1.1 Die lokale Palais-Smale-Bedingung

Definition 1.1 Eine Folge {u,} in einem Banachraum V nennen wir eine
Palais-Smale-Folge fiir ein Fréchet-differenzierbares Funktional E :V — R,
falls die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1. E(upm) — Co e R fiir m — oo,
2. DE(um) — 0 in V* fir m — oo,

wobei DE die Fréchet-Ableitung von E und V* den Dualraum von V' be-
zeichnet.

Mit dieser Definition kann die folgende Kompaktheitsbedingung formu-
liert werden:

Definition 1.2 Das Funktional E erfiillt
1. die Palais-Smale-Bedingung, falls gilt:

Jede Palais-Smale-Folge besitzt eine konver-

gente Teilfolge. (P-S.)
2. die lokale Palais-Smale-Bedingung fir ein 3, falls gilt:
Jede Palais-Smale-Folge mit Cy < 8 besitzt
(P.-S.)s

eine konvergente Teilfolge.

Schwache Losungen von (1.1) sind kritische Punkte des Funktionals W :
W, ?(€2) — R, definiert durch

U(u) = /Q <“(p“””)|vu\p - b(;”)myp — F(z,u) — C(Sx)\uﬁ) dz.

Da die Einbettung WO1 P(Q) c L3(Q) fiir s = p* nicht kompakt ist, erfiillt
das Funktional ¥ die Palais-Smale-Bedingung (P.-S.) im Allgemeinen nicht.
Wir werden jedoch zeigen, dass das Funktional eine lokale Palais-Smale-
Bedingung (P.-S.)s fiir ein gewisses § € R erfiillt. Fiir den Beweis benotigen
wir das Kompaktheits-Lemma von Lions [35]. Es sei hier der Vollstandigkeit
halber zitiert:



1.1. Die lokale Palais-Smale-Bedingung

Lemma 1.3 (Lions) Sei {u;} eine schwach konvergente Folge in Wol’p(Q)
und u der Grenzwert so, dass

1. a(@)|VulP =
2. e(w)lu; " = v,

schwach im Sinne der Masse, wobei wu,v beschrinkte nichtnegative Masse
auf Q sind. Dann existieren eine hichstens abzihlbare Menge {x;}ics C Q
und positive Zahlen vy, u; so, dass

v o= c(x)|ul’” + Zuiégci, v; >0, (1.4a)
i€J
uw > a(z)|VulP + Zﬂiéxm i >0, (1.4b)
icJ

i > Sy | inf a(xn)ﬂ; I/f/p* (1.4¢)
e C(:L’)i

n

gilt, wobei 6., das Diracmass in x; bezeichnet.

Das Funktional ¥ erfiillt die folgende lokale Palais-Smale-Bedingung;:

Lemma 1.4 Sei {v;} C Wol’p(Q) eine Palais-Smale-Folge fiir das Funktio-
nal ¥ mit V(v;) — Cy. Falls

€ c(a:)%

1 a(x) "
Co<p= ﬁSg/p (inf ) -K (1.5)

1 1 .
K:sup/ (F(a:,v)—f(x,v)v—c|v|p )da:zo
Q p n

v>0

gilt, existiert eine konvergente Teilfolge {vj, } in Wol’p(Q).

Beweis: Sei ||[v]|P = [, a|Vv[Pdz. Als erstes bemerken wir, dass die Palais-
Smale-Folge {v;} in VVO1 P(Q)) beschriinkt ist:

1
- E(D‘I’(Uj)avﬂ

1 1 .
:/ —f(z,vj)v; — F(z,v) dac—i—/c\vj\p dx.
Q \P n.Jjo

Aus der Voraussetzung f(x,u) = o(uP ~1) fiir u — oo folgt: fiir alle ¢ > 0
existiert eine Konstante C' > 0 so, dass

Co + o(1) vl = ¥(v;)
(1.6)

|f(z,u)] <ecuP "t 4+ C fiir alle u >0 (1.7a)
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Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

gilt und somit auch
|F(z,u)| < %cup* + Cu fir alle u > 0. (1.7b)
p

Aus (1.6) und (1.7) erhalten wir

1 « 1
n/ clo; P da g/ <F(x,vj) - f(x,vj)vj> dz + Co + o(1) vy
Q Q p

(1.8)
< EC'/ c|vj|p*dm + (C" + o(1))|lv;]| + Co
Q
und somit fiir ein geniigend kleines € > 0:
/ clo;P"dx < O+ C”|lu;. (1.9)
Q

Fiir ¥(v;) erhalten wir fiir zwei neue Konstanten C’,C” > 0

Co+o(1) = U(vy) > %ijup — ' = C"|vy

und daraus, dass {v;} in VVO1 P(Q) beschrinkt ist.

Es existiert daher eine schwach konvergente Teilfolge in VVO1 P(). Wegen
dem Lemma 1.3 kénnen wir eine Teilfolge mit den Eigenschaften

vj = v schwach in Wy P (Q),

v; — v stark in L"(Q),1 <r < p*

a(@)|Voi[? = i > a(@)| Vol + ) pide, (1.10)
icJ
c(@)|vi [P 5 v = (@) ol + D vids,
=y

withlen. Sei z;, € Q im Triger des singuliren Teils von v, . Betrachte
v € C§°(R™) so, dass

(OIS

e=1inB:(zg), ¢©=0 in(Ba(zx)) |[Vo|< (1.11)

gilt. Da {v;} beschrénkt ist, folgt dies auch fiir {¢ v;} in VVO1 P(Q). Es gilt
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1.1. Die lokale Palais-Smale-Bedingung

daher
0 = lim (D¥(v;), pv;)
J—00
= lim (alVes P72V, - V(pvy) = b(@)lusl? o
70 J Bac (x1)

— f(z,v5) vj o —clv; p*%?)dﬂf

= lim [/ a]ij\p_ijij-Vgoda:+/ a|Vo,Pode  (1.12)
B2s($k) B

j—oo \ B (1) 2e ()

HfBQe (=) god,u,

—/ (blvjP + f(x,vj)vj) pdx —/ c|vj|p*<pd:n}
Bae(xk) Bae(xg)

-~

_)fB25(93k) wdlj
Aus der Holder-Ungleichung erhalten wir mit EE = Boc(zk) \ B:(xg)

’/~ a| VP2, (Vo - th)d:z‘

p—1

< </§8a|ij|pd:U>p(/Ega\vﬂp*da:)l/
1

p*(/~ ‘Vsplndx>l/n
p=1 ) b
€

< (/EE a|ij|pd93>p</§€ a|vj|p*dx> / </§E daz)l/n.

=o(1) fiir ¢ — 0, gleichméssig in j =Ce

Es gilt daher
‘/~ a| V[P~ 2v; (Vo - V(p)d:c’ =o(1) fiir e — 0, gleichmissig in j

und somit folgt aus (1.12)

0:lim[—/ godu—i—/ godu+/ (b|v|p+f(x,v)v)godx}
=0 B B B

xk) 25($k) zk)
=V — Hk-
Aus der Ungleichung (1.4c) des Kompaktheits-Lemmas folgt:
v, > S, | inf ﬂ Vp/p*.
= P\ zeq c(m)% k

Daher gilt entweder v, = 0 oder

n/p [ CL(.%‘) "
vk > S, inf . (1.13)

2€Q ¢(z) nr




Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

Wir werden zeigen, dass Letzteres nicht moglich ist und nehmen im Wider-
spruch an, dass ein ko mit vy, # 0 existiert. Aus (1.10) und (1.13) folgt

1 1
Co = lim ¥(v;) > ¥(v) + ( - *> Vko
J—=0o0 p D

1 a(x) "
> U(v) + ﬁsg/” (inf a > ,

P c(x)nT

wobei v den regulidren Teil bezeichnet. Aus der Voraussetzung folgt

n/p
Co < ~sm/ (inf M)
n

€N c(ac)%

und somit U(v) < 0. Im Speziellen ist daher v #Z 0. Wir erhalten
Co = lim (¥(vj) —1/p{D¥(v;), vj))

1 1
— —(DV¥ —
p< (U),U>+nvk0

1 1 1 a(x "
2/ (f(a:, v)v— F(x,v) + c|v|p*>dx + —S;/p <inf n_p>
0 n n

p ze c(gj)T

> (v)

1 a(x) "
>—5n/v <inf ) ~K, mit0<K <oo

n zeQ c(w)%

im Widerspruch zur Voraussetzung (1.5). Es folgt v, = 0V k und

lim c|vj|p*da::/c]v|p*dx.
Q

j—oo Jo

Mit (1.10) folgt v; — v in LP" und wegen der Stetigkeit von (A,)~! :
Wo_l’p/(Q) — Wol’p(Q) mit 1 = %—l—}% (siehe Diaz [20]) folgt v; — v in
W, (). O

Abschliessend betrachten wir das folgende Beispiel:

—div(a(x)|Vu|P~2Vu) — Mb(z)ud ™! = c(z)u” " inQ
u>0 inQ (1.14)
u=0 aufdQ

mit a € C1(Q), a(z) > 01in Q, b,c € L=(Q), b(z),c(x) > 0 in Q, A > 0 und
1< qg<p*. Mit Iy : Wol’p(Q) — R sei das zugehorige Funktional

nw = [ (A2 wur - Ao LDy o

10



1.2. Allgemeines sublineares Problem

bezeichnet. Falls ¢ > p erhalten wir fiir die Konstante K aus dem Lemma

1.4:
1 1 1 *
K= sup/ <)\ < - ) blul? — —c|ulP >dZL‘ =0. (1.15)
u>0JQ g p n

Fiir ¢ < p erhalten wir mit Hilfe der Holder-Ungleichung

*

11 N | .
K <sup [)\cl < - ) </ clvl? d:c) - / clvl? dx].
v>0 q Pp Q nJja

Sei f(t) = Acat? — c3t?”. Diese Funktion nimmt fiir £ > 0 das Maximum bei
to = (%)1/(1’*_‘” an. Es gilt daher

¢ q>\>q/(p*—q) <02 q)\>p*/(p*—‘1)
—c )
c3 p* K c3 p*

£(t) < f(to) = Aes <

Fiir ¢ < p erhalten wir somit die Abschétzung

we (50 () ()
q D p* p*

Im Spezialfall a = p" P und b = ¢ = p" mit p(x) > 0 erhalten wir fir die
lokale Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)s fiir das Funktional I die folgenden
kritischen Niveaus 3:

*

p *
e\ A
Cl Ap —-a,

1. Fiir p< g <p*: Cp < 8=L50/7,

2. und fiir 1 < g < p: Co<ﬁ=%Sg/p—K,mit

* *

p _a _p "
v ()R () ()
q p p* p* 0

(1.16)

1.2 Allgemeines sublineares Problem

Im folgenden Existenzsatz iibertragen wir den Beweis von Brezis und Ni-
renberg [13] auf das Problem (1.1). Wir nehmen an, dass die folgenden
Voraussetzungen erfiillt sind:

b e L>(Q), wobei (1.2) erfiillt sei, (1.17a)
f(z,u) = o(uP™) fiir u — 07, gleichmissig in z, (1.17Db)
f(x,u) = o(uP" 1) fiir u — +o0, gleichméssig in z. (1.17¢)

Fiir den Beweis des Existenzsatzes verwenden wir eine spezielle Version
des Mountainpass-Lemmas von Ambrosetti und Rabinowitz (vergleiche [13]
Theorem 2.2):

11



Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

Lemma 1.5 (Ambrosetti, Rabinowitz) Sei ® ein C'-Funktional auf ei-
nem Banachraum V. Es existiere eine Umgebung U von 0 in V und eine
Konstante p > 0 so, dass ®(0) < p und ®(u) > p fir jedes u auf OU ist.
Zudem sei ®(v) < p, fiir ein geeignetes v ¢ U. Sei

co = inf maxd(w) >
07 pewp wep (w) 2 p,

wobei & die Klasse der stetigen Wege von 0 nach v bezeichnet. Dann exis-
tiert eine Palais-Smale-Folge {u;} in V mit ®(uj) — co.

Es gilt der Existenzsatz:

Satz 1.6 Fualls ein vy € Wol’p(Q), vg > 0 in Q und vy Z 0 existiert so, dass

1 a(z) "
sup U(tvg) < — (inf > Sg/p (1.18)

t>0 n Q c(x) o

gilt, dann existiert fir das Problem (1.1) unter den Voraussetzungen (1.2)
und (1.17) eine schwache Lisung u € Wol’p(Q).

Beweis: Da sowohl b(x) wie auch f(x,u) fiir gewisse z € € negativ sein
konnen, fithren wir im Funktional ¥ einen zusétzlichen Term ein: Unter den
Voraussetzungen (1.17) kénnen wir eine Konstante x> 0 so wihlen, dass

—b(z)uP™t — flz,u) < puP T+ cu? 7 fiir fast allex € Q und V u > 0
(1.19)
gilt. Auf V = I/VO1 P(Q) definieren wir

= 1aac ulP ulP —Mu P_F(x,u
<I>(U)—/Q<p(()\vl+ull) Dy~ Faat)
c(z

wobei
I { u(x) fir u(z) >0
Uu =
0 sonst.

Falls b(x), f(z,u) > 0 fur alle w > 0 gilt, kann g = 0 gewidhlt werden.

In einem ersten Schritt zeigen wir mit Hilfe des Mountainpass-Lemmas
1.5, dass eine Palais-Smale-Folge {u;} C Wol’p(Q) mit ®(uy,) — ¢o fir n —
oo existiert. Das Funktional ® ist C! auf T/VO1 P(Q2). Um das Mountainpass-
Lemma 1.5 anzuwenden, ist noch zu zeigen, dass eine Umgebung U von 0 in
Wol’p(Q) und eine Konstante p > 0 existiert so, dass ®(0) < p und ®(u) > p
fiir jedes uw auf U ist. Zudem miissen wir ein v € U mit ®(v) < p finden.

Die Bedingung ®(0) < p folgt sofort aus F(z,0) = 0. Aus der Vor-
aussetzung (1.17b) folgt: Fiir ein beliebiges € > 0 existiert ein § > 0 so,
dass

flz,u) < euP™l fir 0 <u <.

12



1.2. Allgemeines sublineares Problem

Aus der Voraussetzung (1.17c) erhalten wir
f(zu) <ewP '+ CEW” 1 Yu>0.

Folglich haben wir
€ c .
F(x,u) < —uP + —uP fiir fast alle z € Q und Vu > 0.
p p

Fiir das Funktional erhalten wir aus (1.2) und der obigen Abschitzung

v > [ (v =Yty - Sty - )i
_ C/(u+)p*>dx

1 15
= —(alVu [P+ a|VuT [P — b(uT)?) — =(uT)?
[ (avarp +avurp —suty) - Sty - £

1 _ + 9 + Cl \p*
> —(a|Vu™ P +ya|VuTP) — =(u")P — —(u")"" |da.
Q \P p p
Aus der Sobolev-Ungleichung folgt
1 — 7 - CE Cl *
P(u) > ];Hu P+ " - pTHUJrIIp ;

wobei [[u||P = [, a|Vu[Pdz. Fiir ein geniigend kleines € > 0 folgt die Existenz
einer Konstante £ > 0 und C' > 0 so, dass
Voue WyP(Q).

2w 2 kulfy s, = Cllullys,
Es existiert daher fiir eine kleine Kugel U C WO1 P um 0 ein p > 0 so, dass
®(u) > p fiir u € OU. Andererseits gilt fiir ein beliebiges u € WO1 P mitu >0
und v # 0 aufgrund der Voraussetzung (1.17¢) lim; oo ®(tu) = —oo. Wir
koénnen daher v = ty vy setzen, fiir ein ausreichend grosses tg > 0 so, dass
D (tgvg) < p gilt. Aus dem Mountainpass-Lemma 1.5 und der Voraussetzung
(1.18) erhalten wir die Existenz einer Palais-Smale-Folge {u;} C VVO1 P(Q)
mit

lim ®(u;) = ¢o = inf max ®(w) < sup (tvy)

Jj—00 pPe? weP t>0
n/p
S LG )
n\ Q C(:L’)T

Da nach dem Lemma 1.4 das Funktional ® fiir das oben definierte 5 (mit
K = 0 fiir ¢ > p, siehe (1.15)) die lokale Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)s
erfiillt, folgt die Existenz einer nichttrivialen Losung u € WO1 P(Q):

—Apu A+ plulP"2u = p(ut)P b (WP 4 flr,ut) e ()P (1.20)

13



Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

Aus der Ungleichung (1.19) folgt, dass die rechte Seite von (1.20) positiv
ist. Aus dem schwachen Maximumprinzip fiir den p-Laplace-Operator folgt
u > 0. Unter den Voraussetzungen: das Gebiet sei geniigend glatt berandet
und f(z,-) ist stetig, folgt u € CH*(Q) (siche de Thélin [18], Diaz [20]).
Somit folgt aus dem starken Maximumprinzip (fiir nichtlineare p-Laplace-
Probleme siehe Diaz [20], sowie Gilbarg und Trudinger [28]), dass u > 0 in
Q) ist und daher der Gleichung

—Apu —b(x)uP~t = f(x,u) + c(x) uP !

geniigt. Es folgt die Behauptung.
O

Der Satz 1.6 ldsst sich auf das Parameter abhéngige in null sublineare
Problem

—div(a(z)|VulP72Vu) — b(z)uP™t = X f(z,u) + c(z)u? "1 in QCR®
u>0 inQ (1.21)
u=0 auf 0

anwenden, wobei f(z,u) > 0 fiir u > 0 sei. Ferner sei fiir u < 0 wiederum

f(x,u) =0.

Satz 1.7 Unter den Voraussetzungen (1.2) und (1.17) existiert ein \* so,
dass fir alle A > X\* das Problem (1.21) eine schwache Lisung u € Wol’p(Q)
hat.

Beweis: Sei v € C§°(Q) mit vo(z) > 0, v9(0) = 1 und [, clvo[? dz = 1,
dann haben wir

tp * *
U(tvg) = /Q <p(a]Vfuo|p —bub) — A\F(z,tvg) — ]%tp |vol? > dx

1 « 1
= tp/ (a|Vol? — bof)) do —\ / F(z,tvo)dz — 7 —.
P Ja Q p
=:X>0
Wir behaupten, dass
lim sup ¥(tvg) =0 (1.22)
A—+00 >0

gilt und somit die Bedingung (1.18) fiir ein geniigend grosses A erfiillt ist.
Fiir ein festes A gilt limy_,o, U(tvg) = —oo. Daher wird das Supremum
fiir ein £, angenommen. Fiir dieses gilt

t’;\_lA — t’;\*_l — )\/ f(z, tavg)vodr =0 (1.23)
Q

14



1.3. Allgemeines superlineares Problem

n—p
und somit £, < A »* . Es folgt, dass

lim ¢y, =0.
/\igloo A
Ansonsten konnen wir eine Teilfolge ¢y, — ¢ > 0, mit A; — oo finden.
Die Gleichung (1.23) liefert dann [, f(x, fvo)vodz = 0. Dies ist jedoch ein
Widerspruch zu der Voraussetzung an f.
Es gilt
A « 1

sup W(tvg) <8 — —t8 —.

>0 (fvo) < £ p p
Das Funktional ¥ ist in A fiir ein festes v monoton fallend. Somit folgt aus
(1.22) und dem Satz 1.6 die Behauptung.

0
1.3 Allgemeines superlineares Problem
Wir betrachten das leicht modifizierte Problem (1.1):
—Apu—b(x)uP™t = X f(z,u) + c(z)u?” Tt inQ
w>0 inQ (1.24)

uw=0 aufodf,
wobei f(z,u) >0, f # 0 und superlinear in u fiir z € Q sei. Es gilt daher

p Faw
u—0t up—l

=400, gleichmissig in z.

Die Bedingung (1.2) sei ebenfalls erfiillt.

Der Satz 1.6 kann nicht direkt angewendet werden, da die triviale Losung
fir A > 0 im Gegensatz zu den Problemen mit einer linearen oder sublinea-
ren Storung kein lokales Minimum ist. Fiir die Konstruktion einer Losung
lassen wir uns von der Arbeit von Azorero und Alonso [24] inspirieren, wo-
bei diese mit Hilfe eines Mountainpass-Lemmas die Existenz von mehrfachen
(vorzeichenwechselnden) Losungen bewiesen. Da wir an positiven Losungen
interessiert sind, verwenden wir an der Stelle das Variationsprinzip von Eke-
land.

1.3.1 Minimierer eines abgeschnittenen Funktionals

Im Folgenden spezialisieren wir das Problem. Sei b(z) = 0 in (1.24), und
fiir f(z,u) schreiben wir f(z,u) = b(x) u9™! fiir ein neues b > 0 in Q mit
1 < g < p. Das zugehorige Funktional ist gegeben durch
Ab N
I(u) = / <CL($)\VU|” - ﬂ]u\q — L:f)]u\p > dx fir u € Wol’p(Q).
Q p q p
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Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

Mit [|ul| sei die gewichtete Sobolev-Norm ||ul|? = [, a(2)|Vu|Pdx bezeichnet.
Es gilt

1 A a/p
I(u) > / a|VulPdz — =S, 4(2, a, b)~9/P (/ a|Vu]pdx>
bJa q Q

1 . p*/p
Sppe(Q,a,¢) P /P (/ a\Vu]pdx>
Q

P
= 7”qu - 751?7(1(97&7[)) 1 p”qu - 7*5177]7* (Q,CL, C) P pHqu :
p q p
Definiere
1 A —q/ 1 —p* Jpap*
h(t) = Etp — gsp,q(ﬂ, a, b) 4 ptq — Z?Sp’p* (Q, a, C) P ptp ;

dann gilt Iy(u) > h([[ul]). Es existiert ein Xo so, dass h(t) ein positives
Maximum fiir ¢ > 0 und 0 < X\ < A\ hat. Sei Ry := min{t > 0 : h(t) > 0}
und R; := max{t > 0: h(t) > 0} (siche Abbildung 1.1). Mit diesen Grossen
definieren wir die folgende Abschneidefunktion 7 € C*:

7:RT —[0,1] fallend
T(t) =1 fallst < Ry (1.25)
T7(t)=0 fallst > Ry.

Abbildung 1.1: Untere Schranke A(t) fiir I, und
die Abschneidefunktion 7(t).

Wir betrachten nun das abgeschnittene Funktional
1 A "
Ia(u) = / a|Vu]pdx/ blu|%dx — T(H?”)/ clulP dx. (1.26)
pJa q.Ja p Q

Wie fiir Iy gilt auch Jy(u) > h(|jul|), mit
_ 1 A 1 -
h(t) = Et” — 28,4(Q,a,0)"9/P1 — Esp@*(@,a, )PP (1),
q
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1.3. Allgemeines superlineares Problem

Ry
Ry t

Abbildung 1.2: Untere Schranke h(t) fiir J)

Insbesondere gilt h = h fiir t < Ry, und fiir ¢t > Ry ist h gegeben durch

B(t) = 27— 28 (9, a,b) 7,
p q
Fiir das Funktional Jy gilt Jy € C 1(I/VO1 P(Q),R). Aus der Konstruktion
von J)y folgt: Falls Jy(u) < 0 gilt, folgt ||u|| < Ry und I)(v) = Jy(v) Vv in
einer geniigend kleinen Umgebung von u. Aus dem Lemma 1.4 folgt, dass
das Funktional Jy der lokalen Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)s mit

n/p
5:1$m<mfa“”> ~K
n

z€Q c(x)%

geniigt, wobei aus (1.16) K < KNP =3 mit K > 0 folgt. Sei Ag > 0 so,
dass A\g < Xg und fiir 0 < A < )¢ erfiille das Funktional J, die lokale
Palais-Smale-Bedingung fiir 5 = 0. Aus dem Variationsprinzip von Ekeland
(siehe Struwe [41, Chapter 1.5]) erhalten wir eine minimierende Folge {u,,}
so, dass DJy(uy;,) — 0 in (Wol’p(ﬂ))* fir m — oo gilt. Aus der Palais-
Smale-Bedingung folgt, dass die Folge w,, — ug in I/VO1 P(Q) fir m — oo
konvergiert. Wir erhalten somit einen Minimierer ug fiir Jy. Da per Kon-
struktion Jy(ug) < 0 gilt, ist up ein Minimierer des Funktionals Iy. Damit
haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1.8 Es existiert ein Ao > 0 so, dass fiir 0 < A < Ag das Funktional Iy
in ug € Wol’p(Q) ein lokales Minimum hat. Es gilt

I,\(u()) =y <0.
Bemerkung 1.9

1. Der Minimierer ug ist positiv: Es gilt Cyp = inf Iy(up). Dann gilt
auch Cy = I\(|ug|). Mit dem Stampachia-Maximumprinzip folgt, dass
|uo| € Wy und ug strikt positiv in € ist.
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2. Fiir das superlineare Funktional kann mit Hilfe einer Abschneide-
funktion ein nach unten beschrinktes Funktional konstruiert werden.
Fiir dieses erhélt man mit dem Variationsprinzip von Ekeland eine
Palais-Smale-Folge. Im sublinearen Fall erhielten wir diese aus dem
Mountainpass-Lemma 1.5.

—

1.3.2 Verallgemeinerung der Ambrosetti-Brezis-Cerami Be-
dingung fiir die Konstruktion einer zweiten Lésung

Wir betrachten an Stelle des Funktionals I, das Funktional I} : WO1 P(Q) —
R, definiert durch:

rw = [ (" wup - 2wy - Ly

p q p*

Lemma 1.10 Fiir alle v € B:(ug) C Wol’p(Q) gilt:
I3 (v) = In(v) > Ix(uo) = Ix(uo),

wobei ug die im Satz 1.8 konstruierte Losung ist.

Das Funktional If erfiillt die folgende Palais-Smale-Bedingung:

Lemma 1.11 Sei A > 0 geniigend klein und ug ein lokales Minimum von
I, mit Cy = I\(up) < 0. Dann erfillt I die (P.-S.)g-Bedingung mit

n/p
B=Cy+ %sg/f’ (inf “@p) .

xT

Beweis: Analog zu Lemma 1.4 folgt, dass die Palais-Smale-Folge {u;} be-
schrankt ist. Somit existiert eine schwachkonvergente Teilfolge u; — u in
WO1 P(Q2). Wegen dem Kompaktheits-Lemma 1.3 kénnen wir eine Teilfolge
mit den Eigenschaften (1.10) wéhlen. Wie im Lemma 1.4 folgt entweder

x n=p

a(x) "
wi =0 oder p; > Sg/p (inf ) , firieJ

beziehungsweise

xT

a(x) n/P
vi=0 oder v;>Sw/?P (inf ) , firieJ

18



1.3. Allgemeines superlineares Problem

Es gilt

n—
T p

1 a(x) "
Co + —Sg/p inf ——— > Cp = lim I (uj)
n c(x)™n J—o0

, 1
= lim I} (uj) — — (DI} (uj),uy)

j—oo *

1 1 1
= / a|VulPdz — A < - *> / b(ut)dx
nJa q9 P Q
'rlz/ a|VulPdx — \ (; — pl*> / blu|dx
Q Q
1 11 afp
— [ a|VulPdz — X[ = — =) Sp4(Q,a,b)"9P a|VulPdz ,
« | Ppra
nJa q P Q

wobei u der schwache Grenzwert der Folge u; sei. Fiir den Minimierer gilt
I;(uo) = Cy < 0. Daraus folgt

v

Y

n/p
1 1 1 _ 1_., . a(x
MMW—A(q—W)&Wmﬂm>WﬂMW<ﬂ%”<Qfﬂh) ,

wobei ||ul| = ([ a|VulPdz) VP Aus der Voraussetzung 1 < ¢ < p erhalten
wir die Abschétzung

n/p
lul| < a(x) S2/7° (inf alz) ) , (1.27)

xT

wobei a(\) — 1 fiir A — 0 gilt. Sei g(t) = I} (¢ ﬁ) fir ||ull #0 und g =0
fir ||ul| =0, daher

o)== 2 [ ytyan [ ety

p o alull? Ja P [lullP” Jo ’
oAt -t .

g/(t) = tp L ’qu/ﬂb(x)(U+)qu — WAC($)(U+)p dz.

Es gelten die beiden Eigenschaften:

1. Fiir den reguliren Teil von u ist ¢/(|jul|) = (DI} (v),u/||u|) < 0:
Sei ¢ =1 — ¢ mit p € C§°(2) und

¢ =1inB:(zg), ¢ =0inBa(zr)% |o| <1, [Vp| <

™ IN
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wobei 3, €  im Triger des singuliren Teils von v, p sei. Dann erhal-
ten wir aus den Eigenschaften (1.10)

Oziii% (/deu—A/Qw(uﬂqu—/dey)

Z/Qa|Vu]pdx—)\/Q(u+)qu—/ﬂ(qu)p*da:
— (DI (u), u).

die Behauptung.
2. g([lull) = I3 (u) = h(||ul]), wobei

1 A 1 . .
h(t) = Etp _ Eks*p,q(ﬂ, a,b)~9/P Esp,p*(g, a,¢) PP

wie anfangs Kapitel 1.3.1 definiert sei.

Fir h(t) gilt

n/p® n/p

A a(x) na/p?
— 28,4(2,a,b)"YPa(N) SR/’ (inf )
q

z c(:p)%
1 o) np*/p*
— —=Spp+ (8, a,c) P Pa(A)P Sgp*/pQ inf ——"— .
p B c(x)T

Fir A — 0 erhalten wir:

a(x) " 1 a(x) "
h | a(n)se/P <infnp> > — S (infn> > 0.

x — n

Wir erhalten somit fiir ein geniigend kleines A

o) n/p?
h | a(n)se/P (mf) > 0.

xT Rl -

Sei A={t>0:¢'(t) <0} und mit A; bezeichnen wir die Komponente von
A, die t = 0 enthélt. Der Bereich von A mit g(¢) > 0 sei mit A bezeichnet.
Aus (1.27) und den beiden Eigenschaften von g folgt [ju| € A; U Ay und
insbesondere

I (u) = g(|lull) = Co.
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1.3. Allgemeines superlineares Problem

Unter der Annahme, dass ein nichttrivialer singuldrer Anteil juz,, v, 7 0
existiert, erhalten wir den Widerspruch:

| @ \" 1 @ \"
Co+ Loy <mf “) < IHu) + Lot (mf “)

T —£ - n T C(%)T

1 a(x) "
< 1 + . —an/p | ;
_jh_I)gloI)\ (uy) <Co—|-n5'p (llef ) ,
wobei u den reguldren Teil bezeichnet. Es folgt die Behauptung analog zu

Lemma 1.4.
O

Aus [Vulp = |[Vut [P + [Vu~ [P folgt fiir alle v € B.(ug) € Wy (Q) mit
€ > 0 geniigend klein:

4 a.o . a._ _ b, . |

Iy (v) = / <|Vv P+ =V [P = A=(v")? — —c(u™)? > dx > 6 > C.
Q \P p q

Das Funktional geniigt daher den Voraussetzungen des Mountainpass-Lem-
mas 1.5, mit ug als strikt lokales Minimum. Aus dem obigen Lemma folgt
die Konvergenz der Palais-Smale-Folge, falls ein Mountainpass mit subkri-
tischem Niveau C; < ( existiert. Da das Maximum von h fiir £ > 0 und
0 < A < Ag positiv ist, kann wegen I, (u) > h(||ul|) die triviale Lésung aus-
geschlossen werden. Es kann die Verallgemeinerung der Ambrosetti-Brezis-
Cerami Bedingung fiir die Konstruktion einer zweiten Losung im folgenden
Lemma zusammengefasst werden (vergleiche auch Azorero und Alonso [26]
sowie Ambrosetti, Brezis und Cerami [2]):

Lemma 1.12 Falls einv € Wol’p(Q) gefunden werden kann, fir das

x n—-p

n/p
sup I3 (ug + tv) < B = Co + %Sg/p (inf alz) ) (1.28)
t>0

gilt, existiert ein kritischer Punkt ui € Wol’p(Q) fiir das Funktional I; mit

Co < C1 = inf sup Iy (v(t)),
YEZ 10,1

wobei P = {~ € C([0,1], Wy ?(2)) : 7(0) = ug, (1) = ug+tov} mit tg >0
gendigend gross so, dass Iy (ug + tov) < Cp.

Die Bedingung (1.28) nachzuweisen ist im Allgemeinen schwierig. Unter
geeigneten Voraussetzungen konnte sie fiir ¢ = b = ¢ = 1 nachgewiesen
werden (siehe Azorero und Alonso [26]). Insofern ist das Lemma 1.12 nur
eine Vorbereitung fiir einen Existenzbeweis einer zweiten Losung fiir A €
(A", Ap) zu verstehen.
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Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

1.4 Minimierung unter Nebenbedingung

Wir betrachten das Problem (1.1) mit b = 0, und die Funktion f(x,u)
sei von der Form f(z,u) = Ab(z)ud" fiir eine neue Funktion b > 0 inQ,
wobei 1 < ¢ < p* sei. Mit Hilfe des freien Funktionals I, erhielten wir
in den vorhergehenden Kapiteln Existenzresultate. Ein alternativer Zugang
verwendet den verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten @ : WO1 @)\ {0} —
R, definiert durch

_ JqalVoPdz — [, blv|?dx

Quv) : -
' (Jiy clof?* dz)””

Sei v ein Minimierer von @, in Wol’p(Q), dann folgt DQ,(v)¢ = 0 fiir alle
¢ € Cg°(%):
_ p Jo a|VoP~2VuVeds — pg [, blv|?7 *véda
(fo clofP* dar) """
JoalVulPdz — p [, b|v!qdaj/ |
- clv
(Joclol dz) =

DQM(”)¢

P =2ppdr =0V ¢ € C(Q).

Wir erhalten somit

/ a\VU\p_2VUV¢d1‘—M% / blo|7 2vpdr = K / cloP" "2vpde ¥ ¢ € C5°(Q)
Q Q Q

mit
I Jo alVulPdz — p [, blv]9dz
Jo clolP"dz '
1 (n—p)(p—q)
Sei u:= K# -7y und \ := N%K »*> | so erhalten wir:

/a|vu|P—2vuv¢dx—A/b|u|q—2u¢d:c=/c|uyp*—2u¢d:c Ve C ().
Q Q Q

1 (n=p)(p—q)
Bemerkung 1.13 Damit u = K»*—rv mit A = N%K »? eine Losung

unseres urspriinglichen Problems ist, muss K > 0 erfiillt sein und somit
Qu(v) > 0.

Bemerkung 1.14 Fiir den Fall ¢ = p ist der Beweis mit Hilfe des freien

Funktionals I)(u) und dem Mountainpass-Lemma dquivalent zum Beweis
1

mit Hilfe des Quotienten @, (v). Es gilt u = K?*~rv und A = p. Siehe auch

Struwe [41, Chapter I11.2]. O
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Sei
Qu(Q) = 1inf Qu(v).
veW, P (Q)\{0}
Fiir alle p > 0 gilt Q,(2) < Spp(a,c, Q). Im Allgemeinen wird Q, ()
nicht angenommen. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Mi-

nimierers ist das folgende Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit von Lions
[35]:

Lemma 1.15 (Lions) Sei §) ein beschrinktes Gebiet in R™, n > 3. Falls

2€Q \ ¢(z) "%

—00 < ¢ < Qu() < inf ( a(a?p) Sp

gilt, existiert ein v € WOI’p(Q), v >0 so, dass Q,(2) = Qu(v).

Fiir den Beweis sei an dieser Stelle der Einfachheit halber p = 2 und
a=b=c=1.
Beweis: Wir folgen dem Beweis von Brezis und Lieb [12]. Unter der Vor-
aussetzung Q,(v) > ¢ > —oo fiir alle v € W& 2(Q) existiert das Infimum
Qu(Q). Es bleibt zu zeigen, dass Q,(€2) angenommen wird. Sei {v,,} eine
Minimalfolge in WOI’Q(Q) fur Q,(Q), mit |vy, |2+ = 1. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass v, > 0 gilt, da anderenfalls
U, durch |v,,| ersetzt werden kann. Mit der Holder-Ungleichung folgt

Qu(vm) :/ |V, |2de — u/ | |dx 2/ |V |?dr — C.
Q Q Q

Da {vy} in Wy'® beschriinkt ist, kénnen wir eine Teilfolge wiihlen, wieder
mit {v,,} bezeichnet, so dass v,, = v in W01’2(Q), U — v in L7 (Q),r < 2*
und |v|;2« <1 gilt. Nach dem Lemma von Lieb [12] gilt

1
* * d *
[ 0" = o = of )dx:/Q/ @ (om+ (6= 1) did
0

1
e / / o + (£ = 1)0[2 2 (0 + (£ — 1)) v dadt
0 Q

1
—>2*/ /tv\tv[Q*_dexdt—/]v[2*dx fiir m — oo
0 JQ Q

und
/ |V, |2z —/ IV (U — v)|2da —>/ |Vo|?dz  fiir m — oo, (1.29)
Q Q Q
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Kapitel 1. Allgemeine Existenzresultate

Wir erhalten somit

Qu = Qu(vm) + of / |V (v, — ) [2da —i—/ (IVo? = plv]?) dz + o(1)

2/2* 2/2*
> 5 ([ lom -0 ae) 4 Qu ([ 1Pac) o)

>52/|vm— d:c+Qu/|v\ dz + o(1)
> (S2— Q) /\vm— dw—i—QM—i-o()

Da nach Voraussetzung @Q,, < S gilt, folgt v, — v in L? (Q) und somit v €
M={uce Wol’2(Q) t|ulp2r = 1}. Wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit
der Norm in W& 2(Q)) folgt

Qu(v) < lim Qu(vm) = Q-

m—00

Da v > 0 und v # 0 folgt aus dem starken Maximumprinzip (siche Struwe
[41, Theorem B.4]) v > 0 in Q.
O

Bemerkung 1.16 Der Beweis fiir p # 2 muss etwas anders gefiihrt werden,
da (1.29) fir p # 2 nicht richtig ist. Ein alternativer Beweis ist in Guedda
und Véron [29, Lemma 3.3] zu finden. o
Bemerkung 1.17 Die Voraussetzung @Q,(2) > ¢ > —oo ist fiir p < 0 und
1 < g < p* immer erfiillt, da Q,(v) > 0 fiir alle v € Wol’p(Q), v # 0 gilt.
Somit existiert das Infimum @, ().

Wir betrachten im Folgenden den Fall ¢ > 0. Unter der Voraussetzung
a,b> 0 in Q existiert A; > 0 mit

/ a|Ve|Pdr — Al/ blp[Pdr >0 V@ e WP (Q).
Q Q

Aus der Sobolev-Ungleichung und der Holder-Ungleichung erhalten wir so-
mit fiir Q,(v)

[l =

)\q/p C ||v||q

[o][P

Qu(v) = Spp- (€, a,¢) =Spp-(§,a,¢) (1 —/\7 Clloll*~ p) -
Fir ¢ = p gilt C = 1. Es folgt Q,(2) > 0 fiir p < Ay und Q,(Q) > —c >
—o00,¢ > 0 fiir p > A\, Fiir ¢ # p ist Qu(2) nicht beschrénkt, denn fiir
q > p folgt Qu(v) — —oo fiir |jv]| — oo und fiir ¢ < p folgt Q,(v) — —o0
fir |[v]| — 0. Das Minimieren des Quotienten @, (v) funktioniert daher im

Fall 4 > 0 nur fiir g = p. O
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1.5 Zusammenfassung

Zusammenfassend konnen wir fiir das Problem

—Apu = Ab(z)ul™t = c(z)u? Tt inQ C R”
>0 inQ (1.30)
u=0 aufodf,

mit a € C1(Q), a(x) > 0in Q, b,c € L>®(NQ), b(z),c(z) > 0in Q, A > 0 und
1 < ¢ < p* die folgenden Existenzaussagen festhalten (siehe Abbildung auch
1.3), wobei fiir den linearen Fall auf die Arbeit von Egnell [21] verwiesen sei:

1. Fiir den superlinearen Fall 1 < ¢ < p: Es existiert ein Lésungspfad
= {(\u):\eR,uec WyP(Q) ist eine Losung von (1.30)} aus null
mit A € (0, \g), bestehend aus den Minimierern eines abgeschnitte-
nen Funktionals Jy. Unter geeigneten Voraussetzungen existiert eine
zweite Losung fiir A € (A\j,, Ao)-

2. Fiir den linearen Fall ¢ = p: Es existiert ein Losungspfad I' aus dem
kleinsten positiven Eigenwert A\; von —A, mit Dirichlet-Randwert fiir

A € (Aj—g A1). Siehe Egnell [21, Theorem IJ.

3. Fiir den sublinearen Fall p < ¢ < p*: Es existiert ein Losungspfad I’
aus unendlich mit A € (A7, +00).

"’oo
A

q>p
\ |
\\ \
‘ p=4q \
q<p)/ Nl
Ap=g Ag<p Ao AL Agsy A

Abbildung 1.3: Fiir ¢ < p erhalten wir eine Ver-
zweigung aus A = 0, fiir p = ¢ aus A = Ay und
fiir ¢ > p aus A = +o0.
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Kapitel 2

Das
Brezis-Nirenberg-Problem
auf der Sphére

Im Folgenden werden wir uns auf das Brezis-Nirenberg-Problem auf der
Sphére konzentrieren. Das Brezis-Nirenberg-Problem hat seinen Ursprung
im Yamabe Problem: Gegeben sei eine n-dimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit (M, g) mit n > 3. Gesucht ist die Ezistenz einer konformen
Metrik g auf der Mannigfaltigkeit so, dass die skalare Kriimmung R’ kon-
stant ist. Dieses Problem fiihrt uns zur nichtlinearen partiellen Differenzi-
algleichung

Das Yamabe Problem sei als Motivation fiir die nichtlinearen partiellen Dif-
ferenzialgleichungen aufzufassen, die wir diskutieren werden. Im Folgenden
werden wir mit Hilfe der vorgestellten Methoden die Existenz von positiven
Losungen des Modell-Problems

—Apu — Aud b=l inQ cs”

untersuchen. Mit Hilfe von numerischen Berechnungen untersuchen wir die
Parameterabhéngigkeit in A, p und ¢. Die dabei verwendeten numerischen
Methoden werden im Kapitel 3 vorgestellt.

Aus dem vorangegangenen Kapitel ist klar, dass die Abhingigkeit von
q grundlegender Bedeutung sein wird. Das Problem nennen wir wiederum
linear falls ¢ = p, superlinear falls ¢ < p und sublinear falls ¢ > p gilt. Wir
werden diese Fille jeweils separat diskutieren, wobei wir das Problem fiir den
Laplace-Beltrami-Operator (p = 2) und den p-Laplace-Beltrami-Operator
(fiir p # 2) getrennt betrachten werden. In einem ersten Schritt beweisen
wir ein allgemeines Existenz- und Nichtexistenzresultat. Das Nichtexistenz-
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resultat beinhaltet eine Antwort auf ein offenes Problem der Arbeit von
Bandle et. al. [6].

2.1 Stereographische Projektion und geoditische
Koordinaten

Mit S™ bezeichnen wir die n-dimensionale Sphére:

S":{xeR”H:x|:\/m%+...+xi+1:1}.

Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei X = (0,...,0,1) € S™ der
Nordpol, und Y = (0,...,0,—1) € S™ sei der Siidpol. Sei ® eine stereogra-
phische Abbildung, gegeben durch

Sn — Rn
D . o yi
4 s <1+yn+l)i:1...n'
Dann ist die Sphire S* = S*\ {V'} konform zum euklidischen Raum R”.
Die Metrik g;; = pzéij ist gegeben durch

2
o) = T3

und (R"™, g) ist eine Représentation des S™. Das sphérische Volumenelement
ist gegeben durch
AV = ./gdx = p"dz.

Gebiete auf der Sphire S™ werden wir im Allgemeinen mit ' bezeichnen.
Mit © C R"™ bezeichnen wir die stereographische Projektion von €’ (siehe
Abbildung 2.1).

Mit der Notation der Einsteinschen Summenkonvention erhalten wir fiir
den Laplace-Beltrami-Operator das Dirichlet-Integral

/ !VSnu\2dV:/g"juxiuxjp"dx:/ [Vul?p" 2 dz.
Qf Q Q

Der Laplace-Beltrami-Operator Ag- ist gegeben durch

i Ou

_ i : n—2
i <\/§9 M) = pndw(p Vu),

wobei g = det g;; und g% die Komponenten der zum metrischen Tensor 9ij
inversen Matrix bezeichnet. Fiir den p-Laplace-Beltrami-Operator auf S”
erhalten wir

10

Vg Oxt

= L div(pm?vup2v).
p

Angnu =

<\/§ (gwuw”ur”)zﬁgijSZ)
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R

Y = By(0)
S 0
9 z R"
\0/2 yesSr

Abbildung 2.1: Stereographische Projek-
tion des S™ in den R™.

Das Dirichlet-Integral ist in dem Fall gegeben durch
/ VenulPdV = / (97t yitt )P p" e = / VulPp" Pdz.
Q Q Q

Definition 2.1 Die Bogenlinge 8 = |y — X |s» nennen wir geodditische Ko-
ordinate, wobei X den Nordpol bezeichnet. Analog zum euklidischen Raum
sei Bg(0) C S™ eine geoditische Kugel, gegeben durch die Menge

Bg(0) :={y € S": |y — X|sn < O}.
Bemerkung 2.2 Im (R", g) ist die geodétische Koordinate gegeben durch
r = |z| = tan(6/2)

und
®(Bg(0)) = Br(0) = {z € R" : |x|gn < R},

wobei R durch R = tan(©/2) gegeben ist (siehe Abbildung 2.1).

2.2 Das Brezis-Nirenberg-Problem
Wir wenden uns nun dem Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére zu:

—Apsnt — Ml b =y? 1 inQ cS”
>0 in¢ (2.1)
w=0 auf 9Q.

An das Gebiet ' setzen wir voraus, dass € # S und ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit Y ¢ Q' gilt. Durch stereographische Projektion von

29



Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

Y C S™ in den euklidischen Raum R™ erhalten wir das folgende zu (2.1)
dquivalente Problem:

—div(p" P|VulP2Vu) — Ap"ud"t = p" P "l in Q C R”

>0 in Q
u =0 auf 0N (2.2)
2
p(x) = m,

wobei wir mit  die stereographische Projektion von € bezeichnen. Un-
ter der Voraussetzung, dass der Rand geniigend regulér ist, sind schwache
Losungen der Gleichung (2.2) auch starke Losungen, daher u € CL(Q).
Aus der Theorie fiir lineare elliptische Operatoren erhalten wir fiir den Fall
p = 2 klassische Losungen. Die Details dazu kénnen aus den folgenden
Referenzen entnommen werden: Guedda und Véron [29], de Thélin [18],
Struwe [41], Diaz [20], Gilbarg und Trudinger [28]. Fiir den Fall p # 2 sei
im Speziellen auf die Arbeit von Guedda und Véron [29] verwiesen.

2.3 Allgemeines Existenzresultat

In der Arbeit von Bandle, Fleckinger und de Thélin [6] wird die Existenz
und Nichtexistenz von Minimierern des Sobolev-Einbettungs-Problems dis-
kutiert. Die variationelle Formulierung des Problems ist gegeben durch:

Sp.s(2) = inf / |Vul|Pp" Pdx

@ (2.3)

mit K = {u € Wol’p(Q),/ u’pdr = 1},
Q

wobei das Gebiet € die stereographische Projektion von €' C S™ ist. Falls
ein Minimierer u € I/VO1 P(Q) fiir das Problem (2.3) existiert, erfiillt dieser
unter geeigneter Skalierung die Euler-Gleichung

—div(p" P|VulP2Vu) = p"uP ! in QCcR"
u>0 inQ (2.4)
u=0 auf o0.

Diese Gleichung entspricht dem Problem (2.1) mit A = 0, falls s = p*. In
der Arbeit [6] wird das folgende Resultat bewiesen:

1. Fiir alle s > 0, 1 < p < n und s # p existiert ein Ry > 0 so, dass
das Problem (2.4) fir alle R > Ry in geoditischen Kugeln Br(0) eine
Losung hat.

2. Fiir s > p* existieren keine rotationssymmetrischen Losungen in klei-
nen Kugeln.
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2.3. Allgemeines Existenzresultat

3. Im kritischen Fall s = p* hat das Problem (2.4) fiir p < (n+2)/3 in je-
der Kugel eine Losung. Wegen der Monotonie Sy, < (€2) < S+ (Br(0))
mit Br(0) C €, existiert daher in einem beliebigen Gebiet Q eine
Losung. Fiir p > (n + 1)/2 existieren in Kugeln mit R < 1 keine
rotationssymmetrischen Losungen.

Der folgende Satz ist eine Erweiterung des obigen Ergebnisses fiir den Fall
A # 0 und s = p*.
Satz 2.3 Unter der Voraussetzung p < ”TJFQ und p < q < p* existiert fir

das Problem (2.1) mit 0 < X\ < X\o(q) eine Lisung u € W[}’p(Q), wobet
_ M firp=q
AO(Q) - { +00 f’[l:?”p <q< p*7 (25)

und A1 den kleinsten Eigenwert des p-Laplace-Beltrami-Operators mait Diri-
chlet-Randwert bezeichnet.

Beweis: Bandle, Fleckinger und de Thélin haben in [6] die Existenz einer
Losung w € Wol’p(Q) fiir A = 0 mit
_ Jyp IV

Qo(w) (Js, pn‘w’p*dx)P/p* < Op

bewiesen. Fiir die Existenz einer Losung mit Hilfe des freien Funktionals I},
folgt aus der lokalen Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)s fiir I, mit ¢ > p, dass

die Bedingung sup;~q lo(t w) < 1/nSy /P exfiillt sein muss. Ferner nimmt das
Funktional Ip(tw) das Maximum fiir

o Jo PP VwPdz =
0= fQ P w|P* dx

an. Wir erhalten somit

n/p
1 "—P|Vwl|Pd. 1
sup Ip(tw) < Ip(tow) = — Jo "IV x* < —Sg/p.
t>0 n (fg pn|w|p*d$)p/p n

Fiir den Fall ¢ > p folgt aus dem Satz 1.7 die Existenz von \* so, dass fiir
alle A > \* eine Losung existiert. Da Iy(u) in A fiir ein festes u monoton
fallend ist, folgt A* < 0 aus der Existenz einer Losung fiir A = 0 und somit
die Behauptung.

Fiir den Fall ¢ = p verwenden wir das Lemma 1.15. Wir suchen daher
einen Minimierer v € VVO1 P(Q2) des Funktionals

_ fQ p" P VolPdz — /’LfQ p"v[Pdx

) (Jo ool )"
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Die Existenz eines positiven Minimierers v folgt, falls ein vy € VVO1 P(Q)
existiert so, dass Q,(vo) < S, gilt. Die gesuchte Losung v fiir das Problem
(2.1) ist dann gegeben durch

1
u=Krfry und A=y

wobei - .
- Jo PPV Pda — foQ,O |v[Pdx =0
Jo pr|vP"dz
erfiillt sein muss. Aus der Voraussetzung 0 < A < Ap folgt K > 0 mit p = A
fiir alle v € W,?(Q). Da Qu(v) in p fiir ein festes v monoton fallend ist,

folgt die Behauptung mit vy = w.

|

Bemerkung 2.4 Um aus der Verallgemeinerten Ambrosetti-Brezis-Cerami
Bedingung (1.28) eine Losungen fiir ¢ < p und 0 < A < Ag zu erhalten, muss
die Bedingung

sup I (ug +tv) < Co + ng/p

t>0 n
verifiziert werden. Fiir p > 2 folgt aus dem Lemma 4.1 in Diaz [20]

supl; (ug +tv) — Co = sup Iy (ug + tv) — I} (up)
t>0 t>0
P

n—p td «
<sup [ (27 (V090 = [Fuaf?) = AL 051 = 2
Q p q b

t>0

PP t4 P .
<sup [ (22 (Va0 + 90 = [Fual?) < AL 051 = 2
t>0 JQ p q p

n—p
< sup/ <p (t2|Vo]P + (t[Vuo|[P~2 + 7~ HVo[P~2)|Vug - Vo)
>0 Jao\ P

T T
q p*
Die von Bandle, Fleckinger und de Thélin in [6] verwendete Funktion 1. hat
fiir p < ”TH die Eigenschaft:

P p P _ tP n(.+\p*
sup Ve P (W) |da
Q p p

t>0

1/nSn/P—0(ev)<1/nSp'P
n—p 14
-/ (pp (V0?2 + 71 [V [P2) | Vitg - V) — qu"w:)ﬁl) d:c}
Q

=0(eh)

Falls gezeigt werden kann, dass a < § gilt, wiirde die Existenz einer zweiten

Losung fiir ein geniigend kleines € > 0 folgen. Dies ist jedoch offen. O
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2.4 Allgemeines Nichtexistenzresultat

2.4.1 Sternformige Gebiete

Wir betrachten das Problem (2.2) und schreiben anstelle der kritischen Po-
tenz p* — 1 eine allgemeine Potenz s — 1

—div(p" P|VulP2Vu) — Ap"u?! = p"ut in Q C R
u>0 inQ (2.6)
u=0 auf 0.

Definition 2.5 Das Gebiet @ C R"™ heisst sternformig (beziglich 0), wenn
mit jedem Punkt x € Q die ganze Strecke [0, x] in Q liegt.

Satz 2.6 SeiQ sternformig, A <0, g < s und s > p* = nn—fp. Dann existiert
fir (2.6) in kleinen Gebieten mit

s—q s—p"
s+q’ s+ p*

R? < min{ } , R=max{|z|:z € Q} (2.7)

keine Lésung u € Wol’p(ﬂ) mit |u|ps < oo.

Beweis: Sei u € Wol’p(Q) eine schwache Losung von (2.6) mit |u|zs < oo.
Dann erhalten wir aus dem Korollar B.2 die Pohozaev-Identitét

p—1 n—p ou |P
SN ’

P Joa
n—p(1—|x2) n] np
= + 2 VulPdz+
/Q[ p ) v
n/1—|x? n N a1 (2
+/Q< g\1+|z]? s1P TP ol u” | da

Aus der Voraussetzung (2.7) folgt

n—p<1—|:z:|2) n ~
- - 2.
» \ 1522 +8<0 Ve (2.8)
und e
n/l—|z n
— ——>0 Vv Q. 2.9
q<1+ym\2> s 0 VES (2:9)

Fiir © sternférmig folgt = - v > 0 auf 0Q2. Somit folgt aus der Pohozaev-
Identitat die Behauptung.
O
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2.4.2 Geoditische Kugeln

Aus dem Satz 2.6 erhalten wir fiir s = p* und Q sternférmig keine Aus-
sage. Ferner sind Losungen von (2.2) fiir p = 2 in rotationssymmetrischen
Gebieten rotationssymmetrisch (sieche Brock und Prajapat [15], Gidas, Ni
und Nirenberg [27], Padilla [37], Kumaresan und Prajapat [33]). Wir be-
schranken uns daher im Folgenden auf rotationssymmetrische Lésungen in
geoditischen Kugeln. Sei 2 = Br(0) C R™ und u eine schwache Losung von

_(pnfprnfl‘u/’p72u/)/ _ )\pnrnfluqfl — pnrnflup*fl in (0,R>
w>0 in (0,R) (2.10)
u'(0) =u(R) =0,

mit 1 <p <n,n>3und 1 < g < p*. Durch Testen der Gleichung (2.10)
mit a(r)u(r) + b(r)u’(r) erhalten wir die folgenden Ausdriicke:

1.

R /
—/ (p”*prnfl |u'|p*2u’> (au + bu)dr =
0 N——

=0

-1 R R -1
~P o+ / o|u'|P~*u ud dr +/ olu'|P(a + Lb’)dr
p 0 0 p

1 R
- / o' |u'|Pbdr,
D Jo

(2.11)
wobei die Konstante C; durch C; = R 1p(R)"P|u’(R)|Pb(R) gegeben
ist.

2.
R *
/ P O P Y (au 4 b Ydr =
0 S~
=7 (2.12)
r ) R A 1
/ T(Au? + uP )adr — / (T'b+TV) (—uq + —uP )dr.
0 0 q p

Wir betrachten nun die Koeffizienten der beiden Gleichungen (2.11) und
(2.12):
-1 1
WP : —o (a + pb') +-0'b=: A
p p
W/ |P?u'v : —od =B
A
lul : Aa—(Tb+ 7)== C
q
1
p*

P ra—(r'b+7b)= =D
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Mit a = 1 folgt B = 0. Wir erhalten somit die Identitét

p—1 R R ¥
pole / A [Py = / C |7+ D |l dr. (2.13)
p 0 0
Wir 16sen die Differenzialgleichung A = 0:
(1-n+(1+n-2p) r2) b(r) + (7’—1—7“3) (p+@-1V(r) =0

mit der Anfangsbedingung b(0) = 0 und erhalten fir b(r) den Ausdruck

- p 3p-n—2
b(’l“) = L - n—p 2F1 < nop >_n pa p—n 7_T2> :
n=D (1 4 p2)it 2l-p)" p—1" 2(p—1)

Die hypergeometrische Funktion oF ldsst sich als Reihe darstellen:

of1(a,b,c,2) = i Mzk//ﬁ!,

per S OL
wobei (+); fiir das Pochhammersymbol steht. Es gilt
(a)y =ala+1)...(a+k—1)=T(a+k)/T'(a).

Fiir C und D erhalten wir

_ pn T.nfl . B
C —A(n i P [( p) (p(g+1) —q)
_p2(n—1)(1—r2) n—-p n—p 3p—n—2_r2
(1+4r2)551 2F1<2 l—p)" p=1" 2(p—-1) "~ >]
! (nl)p[l_ 1-r)
n(p—1) (14 72)p 1

Es folgt fiir die Identitét (2.13)

-1 R .
PR R (R)PHR) = / Clult 4D [ dr.  (2.14)
0

Fiir r klein ist die hypergeometrische Funktion oF) gegeben durch

n—p n—-p 3p—n—2 _ 2>:
20-p) p-1" 2(p—-1)"~

(n—p)*r? (1+n—2p) (n—p)*r

24n-3p) (p—1) 2@+n—5p) (p—1)>

(2+n-3p) 1+n—2p) (n—p)*r°
6 (6+n—7p) (p—1)°

2F1<

+ O(r®).
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Diese Reihenentwicklung von oF; setzen wir in C' und D ein:

cx (= (0= V-0 + pa)
(n—p)p-Da\ " poomrd
A=) (-1Dp*r* 8(n-1)(p-1)p° (=2+n+p) r
24n—3p (4+n—-5p) (24+n—3p)
_12(n—1)(p — 1)p*(8 + n* — 10p + 3p® + n(4p — 6))r° T%>
(6+n—"Tp)(4+n—"5p)(24+n—3p)

D=

p””l(n—Dp<_4@—1M2_8@%%)(2+n+p)4

n(p—1) 24+n—-3p (“A+n—-5p) (2+n—3p)

_12(p—-1) (2+n+p) (~4+n+3p)r° O(r8)>
(6+n—Tp) (4+n—5p) (2+n—3p) ‘

Fiir r klein folgt nun

g> 2L X>0
> "p .
C >0 mm;{q BT AR (2.15)
2
D > 0 me»%% (2.16)

Der Fall A > 0 ist insofern uninteressant, als dass u? eine subkritische
Storung sein soll. Wir kénnen das Resultat im folgenden Satz zusammen-
fassen:

Satz 2.7 Seil <qg<p*, A< 0undp > "+2 , dann existiert ein Ro(n,p,q) >
0 so, dass fir R < Ry das Randwertproblem (2.10) keine Lisung hat. Ins-
besondere hat das Problem (2.1) in Q@ = Br(0) keine rotationssymmetrische
Lésung.

Bemerkung 2.8 Im Fall p = 2 sind Losungen von (2.1) in Q@ = Bg(0)
rotationssymmetrisch (siche Gidas, Ni und Nirenberg [27]). Wir erhalten
daher fir n = 3 die Nichtexistenz von Losungen fiir das Problem (2.1) in

Q = Bg(0). ]

Korollar 2.9 Seip > ”+2. Unter der Voraussetzung q = p oder A = 0 ist

der kritische Radius Ro(n D, q) gegeben durch eine Funktion einer Verdnder-
lichen Ro(t) mit
3p—n—2

tnp) = =0 =T

€ (0,1).

Beweis: Setze p(t) = (1 — )22 + tn, dann folgt mit der Bezeichnung

1—t 20—t 3t
Fy =, (- - 2] .
2121<1+m’ HJtW+%’T>
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2.4. Allgemeines Nichtexistenzresultat

3n r
o0 == ri=s ) e

n+2+2t(n—1)

20— 1)(1 —#)(1+20) [2(1 —1) =301 -7 QFl}
o om12+n42n 1)t (1-1?)

D =p"r 1 n(1+2t) |:1—(1+r2)1_§2t2F1:|.

C :)\pnrnfl

Da der Vorzeichenwechsel dieser Ausdriicke nur von t abhingt, folgt die
Behauptung.
O

Bemerkung 2.10 Der Satz 2.7 gibt eine Antwort auf eine offene Frage in

Bandle et al. [6]: Fiir p € (%%, %) und s = p* folgt aus dem obigen

Resultat fiir kleine Kugeln Br(0) mit R < Ry die Nichtexistenz von rotati-
onssymmetrischen Losungen. L
Bemerkung 2.11 Der kritische Radius Ry kann numerisch berechnet wer-
den (siehe Abbildung 2.2).

o=mT 3 ///,—’
Ry =0 .
2. P |
5 /// @0 fur>\:
2 y
@0_7‘-/2 // )
1.5 B
Ry=1 P B—
1 o = O fiir g =p, A <0
0.5 1 r
/4
1/
0.2 0.4 0.6 0.8 X
2 1
peE !

Abbildung 2.2: Ry = tan©y/2 in Abhéngigkeit von ¢, fir
A =0und p = ¢ mit A < 0. Die dicken gestrichelten Linien
stehen fiir die Beispiele aus der folgenden Bemerkung.

1. Sei A =0. Da D fiir p > ”T” fiir alle » > 0 positiv ist, ist Ry durch die
erste Nullstelle von b(r) bestimmt. Die Nullstelle von b(r) ist gegeben
durch die Gleichung

1—t 20—t 3t
(- - ) =o0.
21<1+%’1+%’H45r>
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Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

Fiir p = 2 folgt ¢ = 1/4 und oF (—1/2,—1,1/2, —r%) = 1—r2. Somit

erhalten wir Ry =

1, bzw. ©¢ = 7/2.

. Sei ¢ = p, dann ist Ry gegeben durch das Minimum der Nullstellen

von b und C. Aus den numerischen Berechnungen folgt, dass Ry durch
die Nullstelle von C' bestimmt wird. Daher durch die Gleichung

ﬂ1—0—3u—r%ga<—

berechnet werden.

1—t 2(1—t) 3t 9 0
— —-r = 0.
142t 142t 7142t

. Fiir ¢ # p muss fiir jede Dimension n die Schranke Ry(n, p, ¢, A) separat

—

Bemerkung 2.12 Eine interessante Frage, die in der Arbeit Bandle, Pele-
tier und Stingelin[8] diskutiert werden soll, ist ob die Schranke Ry aus dem

Nichtexistenzresultat scharf ist oder nicht.

Numerisch kann die Existenz

von Losungen fiir A = 0 in Kugeln Bg(0) mit Radius R > Ry beobachtet
werden. In der Abbildung 2.3 sind die folgenden Beispiele berechnet:

t = 0.05 t=0.25 t =10.625

Op~059 ©y=7/2 ©y~2.85
n=3|p=173 p=2 p=25
n=4|p=2.1 p=2> p=3.25
n=>5|p=246 p=3 p=4

Die Beispiele sind als dicke gestrichelte Linien auch in der Abbildung 2.2

gekennzeichnet.
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t=005

=

Simannsmamin s O A7 (.59

. . .
U = U N Ul W

2-104 4-104 6-104 8-104 105 wug

t=0.25 1.5 I T . Oy = 7T/2

20 40 60 80 100 Uo

T ©p ~ 2.85

t =0.625

. . .
w = 0 N U W

0.5 1 1.5 2 2.5 3 Uo
————— n = ----n= e

Abbildung 2.3: O(uy) = 2 arctan R(ug), wobei R(ug) =
min{r > 0 : u(r;up) = 0}, mit u(r;up) ist die Losung des
zum Randwertproblem (2.10) analogen Anfangswertproblem
(3.1) (siehe Kapitel 3.2).
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Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

2.5 Der lineare Fall

2.5.1 p=2

Wir konzentrieren uns nun auf den linearen Fall des Brezis-Nirenberg-Prob-
lems. Fiir p = ¢ = 2 erhalten wir das Problem:

n42
—Agnt — M =un—2 inQ CS"
u>0 in (2.17)
u=0 auf 9.

Das dquivalente Problem in R” ist gegeben durch

—div(p"2Vu) — A p"u = p" w2 in Q C R"
w>0 inQ (2.18)
u=0 auf 0.

Es wird sich zeigen, dass in diesem Fall das mit dem Lemma A.1 transfor-
mierte P_r20blem am einfachsten zu handhaben ist. Mit der Transformation
u=p~ 2 v erhalten wir fiir das Problem (2.18)

-2 n
—Av — Mp% —\p?v = Ve i Q
v>0 inQ (2.19)
v=0 auf 0.

Die Abbildung 2.4 gibt eine Ubersicht der Existenz- und Nichtexistenzre-
sultate in diesem Fall. Die mit einem Fragezeichen bezeichneten Gebiete
werden im Kapitel 2.9 separat diskutiert.

In [4] haben Bandle und Benguria den Fall n = 3 betrachtet. Der
Vollstdandigkeit halber sei hier das Resultat erwéhnt:

Satz 2.13 (Bandle, Benguria) Das Problem (2.17) hat fir Q = Bg(0),
A € (A*, A1) und n = 3 eine rotationssymmetrische Lisung u € Wol’2(BR(O)),
wobei A1 der kleinste Figenwert des Laplace-Beltrami-Operators —/\gz mit
Dirichlet-Randwert bezeichnet.

Sei © = 0(R) der Radius der Kugel Br(0) in den 0-Koordinaten. Dann

. 2_,102 2 A2
ist \* = ”4@42@ und \1 = %

Fiir n > 4 erhalten wir ein analoges Resultat, wobei das Gebiet €2 in dem
Fall ein beliebiges Gebiet ist.

Satz 2.14 Das Problem (2.18) hat fir X\ € (—w,)\l) und n > 4 eine

Lésung v € WOLQ(Q), wobei A1 der kleinste Eigenwert des Laplace-Beltrami-
Operators —Asn mit Dirichlet-Randwert bezeichnet.
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2.5. Der lineare Fall

A n=3 A n>4
A* i i
PACTIRNS OIRNY
O=m us
2 _% /2 @
393 _n(n4—2)
ﬂQ 14 £3 v
2
' : ?

Abbildung 2.4: Zusammenfassung fiir den Fall n = 3 und n >
4. Fiir Q haben wir die folgenden Voraussetzungen: - = ()
beliebig, -2 = Q sternformig, -3 = Q geoditische Kugel. Die
Eindeutigkeit 3(!) der Losung gilt, falls Q = Bgr(0).

Fiir den Beweis des Satzes verwenden wir die folgende Notation: Sei
€ > 0 gegeben, und die Funktion 1. wie folgt definiert:

Ve(z) = p(x)ue(z)
fiir v € Q und ¢ € C§°(B,(0)) mit ¢ =1 fiir x € B, /»(0) und

(n(n —2)e2)"7

uel®) = (€2 + [z]2)"2

Es gilt das Lemma
Lemma 2.15 Firn > 4 gilt

lwel® = 83"+ 0", (2.20)
o2 = S5+ 0(EM, (2.21)

921 12 C1e2|log(e)| + O(e?)  firn =4
/Qp Vefde = { Coe? + O(e"7?) firn > 4. (2.22)

Beweis:  Die ersten beiden Integrale sind standard (siehe Struwe [41,
Chapter II1.2]). Wir betrachten daher das letzte Integral:

| PloPe= [ 6 - 1ddo s [ it
Q Q Q
n—2 n—2
SRR UEL g U o
= — dzx + dx
/Q\Bm@p( e P S @ e

n—2

o [ a(n(n— 22"
= d
cr s | A e
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42

ﬂ? 392

. . . . n . . * w2
(a) Situation im hyperbolischen Fall H". Fiir n = 3 gilt \* = 1+ &5

und A\ = 1+ (7_;—2 in Kugeln Q = Be(0) mit ©® = 2arctanh R. Siehe
Stapelkamp [40].

# #

(b) Situation im euklidischen Fall R". Fiir n = 3 gilt A* = A; und
Al = T in Kugeln © = Bg(0). Siche Brezis und Nirenberg [13].

Abbildung 2.5: Gegentiberstellung der Ergebnisse in H" und R"
fiir den Fall n = 3 und n > 4. Fiir 2 haben wir die folgenden
Voraussetzungen: -1 = Q beliebig, -2 = Q sternfoérmig, -3 =
geoditische Kugel. Die Eindeutigkeit 3(!) der Losung gilt, falls
Q = Bgr(0).



2.5. Der lineare Fall

Es bleibt der letzte Term abzuschétzen. Sei R > 0 so, dass Br(0) C 2 gilt,
dann erhalten wir

n—2

/pz (n(n = 2)e)"s / =2
Q Br(0)

(52 + |x‘2)nf2 (52 + |x’2)nf2

R _9 2\ B2 € R
:ysn|/ PO ZDE) 7y gy [/ ...dr+/ ...dr]
0 (e + [z]?) 0 €

Diese beiden Teilintegrale kénnen folgendermassen abgeschéitzt werden:

2 n—2

€ nn—QQ% € (nin — 2)e2) 2
/0 p2((€(2+’x);)2_2 T”ldTZp(E)Q/O ( ((252)218_2) =1,

_ Cen—2—2n+4+n _ 082

und

n—2 2

B (n(n—2)2)"7 R (n(n—2)2)"z"
/8 pQ((£2+ ’x);)?)z—z r"_ldrzp(R)z/E ( ((2r2))71€_2) =1 g

_ o2 R g { Cre’log(e)| + Cae® firn =4
e rn—3 &) g2 + Cy e" 2 fiirn > 4.

Aus den verschiedenen Termen erhalten wir die Behauptung.
O

Mit diesem Lemma und dem Mountainpass-Lemma 1.5 folgt der Beweis
des Satzes 2.14:
Beweis Satz 2.14: Wir betrachten das zu (2.18) dquivalente Problem
(2.19) (vergleiche Lemma A.1). Das zugehorige Funktional ist gegeben durch

1 I 1 x
I,(v) = V]2 = S - —v]* ) d
u(v) /Q<2| o = 5Pl = vl x,

mit p = @ + A. Aus dem Lemma 1.4 folgt, dass das Funktional I,

die lokale Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)g mit 3 = %S;L /% erfiillt. Fiir die
Existenz einer Losung mit Hilfe des Mountainpass-Lemmas 1.5 bleibt zu
zeigen, dass fiir p > 0

1 /2
= inf I,(w) < =87 2.93
© = Je e i) < % (223)

gilt, wobei & die Klasse der stetigen Wege von 0 nach vy, fiir eine geeignete
Funktion v1 mit I,,(v1) < 0, bezeichnet. Sei vy = t; vp mit ¢t; > 0 geniigend
gross so, dass I,,(t1v9) < 0. Die Bedingung (2.23) folgt, falls

sup I, (tvo) = sup/ <2 (‘VU()P — pp*lvol?) — §|v0\2 ) dr < fS;l/
t>0 >0 JQ n
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erfiillt ist. Fiir ein festes vg wird das Supremum sup;> ,,(t vo) fiir

Jo (IVvol* = p p?lvo|?) da

122 = o
Jo lvol? dz

angenommen. Das tg in der Bedingung I,,(tovo) < %Sg /2 eingesetzt ergibt

die zu (2.23) dquivalente Bedingung

Jo (IVwol* = p p?lvo|?) da
(fQ |U0’2*dl‘)2/2*

Sei vg = ¢, dann erhalten wir mit dem Lemma 2.15 fiir n =4

< Ss. (2.24)

Sp/? — 14 Cy €2[1og(e)| + O(e"2)
n—2
Sy? +0(e2)

= Sy — uCe?|log(e)| + O(e™2) < Sy

und fir n > 4
Sy —pnCe* + 0(e"?) < Sy,

mit € geniigend klein. Mit v = p_nT_QU folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.16 Fiir das Problem (2.18) kann die Existenz auch ohne
Transformation gezeigt werden. Das zugehorige Funktional ist dann gegeben
durch

1

1 «
Iw) = /Q e M /Q ol de.

Als geeignete Testfunktion verwendet man in dem Fall die Funktion @} =

p_nTﬂue ¢ (siehe auch Lemma A.2). O

Satz 2.17 Sei A1 > 0 der kleinste Eigenwert des Laplace-Beltrami-Operators
—Agn mit Dirichlet-Randwert, dann hat das Problem (2.17) fiir A > A1 keine
Lésung.

Beweis: Sei ¢ die zum kleinsten Eigenwert gehorige positive Eigenfunk-
tion des Laplace-Beltrami-Operators —Ag» mit Dirichlet-Randwert. Die
Funktion ¢ erfiillt daher die Gleichung

— | DgndppdV — Ny | dppdV =0 Vo e CF(Q). (2.25)
Q/ Q!
Wir testen die Gleichung (2.17) mit ¢ und erhalten

_ Agnuqde—)\/ ud)dV:/ uns Hdv.

Ql
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2.5. Der lineare Fall

Nach zweifacher partieller Integration erhalten wir

—/ uAanst—/\/ ugde:/ w2 dv.

Mit (2.25) erhalten wir

/ (M — NugdV = / uns HdV
und fiir A > A folgt die Behauptung. O

Das Nichtexistenzresultat von Bandle und Benguria [4] kann auch fiir
Dimensionen n > 4 bewiesen werden. Der folgende Satz beinhaltet zudem
eine Verallgemeinerung des Resultates von Bandle und Benguria fiir n = 3
in sternformigen Gebieten.

Satz 2.18 Sei Q) C R™, n > 3 sternformig und max{|z|: x € Q} < 1, dann

hat das Problem (2.17) fir A < —W keine Losung.

Beweis: Wir verwenden die Darstellung (2.19). Sei v € Wol’z(Q) eine
Losung von (2.19). Aus dem Lemma B.1 mit G(z,u) = (% + %) P2+

5 |v[*" erhalten wir die Pohozaev-Identitét
ov

2/{)9 £ (x-v)do = 5 /Q<—\Vv] +v )dm

-2 -2
+ n/ (n(n) + )x) p?vids — / (n(n) + /\) P3|z v?d.
2 Jg 4 0 4

Mit Hilfe der schwachen Gleichung fiir v erhalten wir

1 2 B n(n —2) o1 — |2,
2/89 (;L'-I/)dO—/Q<4 —I—)\>p1+|x’2vd:ﬁ

Fir A < —w und max{|z| : z € Q} < 1 folgt die Behauptung.

@
ov

Vermutung 2.19 Sei Q = Br(0) und R > 1, dann existiert eine Funktion
v(R) < —w so, dass fiir \ € (V(R), —W) das Problem (2.18) keine
rotationssymmetrische Losung besitzt.

Fiir n = 3 haben Bandle und Benguria in [4] einen Beweis gegeben.
Numerische Berechnungen lassen vermuten, dass die Behauptung auch fiir
n > 4 richtig ist (vergleiche Abbildung 2.4). Im Folgenden soll eine Beweis-
idee gegeben werden.
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Beweisidee: Rotationssymmetrische Losungen des Problems (2.19) geniigen
der Gleichung

n—1 n+2

’U/ = /,Lp2U —+ vn—2
v'(0) =v(R) =0

—vin) - (2.26)

mit g = # + A. Die Gleichung mit a v + b v’ getestet ergibt

1R R / R i
1 1 b —1
~a'v? —avv — =bv? +/ a+ — — i b v’2dr/ a—v2dr
2 2 1o 0 2 T 0 2
-1 1% Rp_1/ 1 1
— [n av +/ n (—2a + a'> vidr
2r 1o 0 2 r r
-R R
1 « 1
= ['upQ b+ —bv? | + / w(p?a —p p'b— §p2b’)v2dr
0

2 2% 1o
R 1 .
+/ (a — b’) v dr.
2*
0

Sei b(0) = 0 und lim, o ¢ < 0, dann folgt

r

1 o n—la 1,\, /R Vo on—1\ p
- &z Z - b) v2d
2b(R)U(R) + [( 7 7 2a)v r—>0+ ; a+ 5 " v'edr

R "
-1 1 1
:/ (a_n <—2a+a/>>02dr
0 2 2 T r

\"}

b -1
A= a+--"""p
2 r
a" n-1 1 1 1
B — - - = _ ) 2 _ /b_f 2b/
5 5 <T2a+ra>+u(pa pPb=5pb)
1
C = a——b
a— o
erhalten wir
——b(R)V'(R)* + ———v +/ A dr:/ Bv dr—l—/ Cv* dr.
2 2 r | 0 0 0

Aus der Gleichung A = 0 erhalten wir a(r) = 2=L1b(r) — @. Fiir b(r)

wihlen wir b(r) = 7" 1g(r) und erhalten somit
7m—4
B = ——[-((n=3)n-1)—4p"r" 1) g(r)
+(r(n = 3)(n = 1) = 4p*r* ) ¢ (r) = r* ¥ (r)]
¢ = T gr) — ().
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2.5. Der lineare Fall

Fiir n = 3 kann die Differenzialgleichung B = 0 gelost werden. Wir erhalten

14+ r2 2'622'\/1+4uarctan(r) e—2i\/1+4uarctan(r)
g(r)=C1 +Co +Cs
2 NG 16(1+ 4)p

Fir p < —% erhilt man das Resultat von Bandle und Benguria in den
r-Koordinaten. Um die Existenz einer positiven Losung von (2.26) aus-

schliessen zu kénnen, muss B > 0, C' > 0, lim,_, (”7_1@ - %a'(r)) <0,

b(0) = 0, lim, 07" *g(r) = 0 und g(R) > 0 sein. In einem ersten Schritt
betrachten wir die Differenzialgleichung

n—4

B =~ ((n=3)(n—1)(glr) ~ rg () + rg I ()

Hp " (rpPg—pPg) =0

fir u — 0 bzw. p — —oo.
1. u© — 0. Wir betrachten daher die Differenzialgleichung
(n=3)(n—1)(g(r) —rg'(r)) +r*¢(r) = 0.

Die Funktion g(r) = c¢1 3" + car 4+ c3r™ ! ist eine Losung. Diese
Losung in a, b und C' eingesetzt ergibt

-2
a:(n—2)clr+n eyl
b= C1 7“2 + C2 Tn + C3 T‘z(n_l)

—2)(n—1
C= —(n )(n )(cl r—r2"c3).
n

r

C > 0 folgt ¢; = 0 und c3 < 0. Somit haben wir

c¢1 < 0 geniigt der Bedingung lim, g (%‘1@ — %a’(r)) < 0. Aus

o n—2 el
a=—g—cr
b=cor" — ]03]7"2(”*1)
-2 —1
C = |63| (n )(n )T2n.
n

Fiir ¢y erhalten wir ¢co > —c3R" 2 > 0. Die Konstanten ¢y und c3
konnen daher zu jedem R > 0 passend gewéhlt werden. Es folgt
V(R — o0) = 0.

2. p — —oo. In dem Fall betrachten wir die Differenzialgleichung
rpg—g =0.
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Als Losung erhalten wir die Funktion g(r) = ¢(1 + r2) Diese Losung
in a, b und C eingesetzt ergibt
1
a=c ir”_2(n — 14 (n—3)r?)
b=cr" 11+

n—1

C=c

n—2 2
1—7r).
n " ( " )

Wir erhalten daher in Kugeln mit R < 1 einen Widerspruch zur An-
nahme, dass eine Losung fiir 4 — —oo existiert. Es folgt in dem Fall
v(R— 1) = —o0.

Offen bleibt die Verbindung dieser zwei Punkte. |

Ein alternativer Ansatz fiir einen Beweis der Vermutung kann auch in
den geodétischen Koordinaten gefiihrt werden:
Beweisidee: In geoditischen Koordinaten geniigen rotationssymmetrische
Losungen des Problems (2.17) dem Randwertproblem

" — (n —1) cot Ou' = \u + u% 0 €(0,0) (2.27)
u'(0) =u(©) =0. |

Die obige Gleichung getestet mit sin? 6 gu’ ergibt

1 (C]
— [2 sin?6 g uﬂ

S} u'?
+ / (2sin 6 cosf g + sin® 99’)?d0
0 0

© A 1 5\ 1°
—(n— 1)/ cosf sinf g udf = [(sin2 6 g) (u2 + —u? > ]
0 2" T o .

6 2 ! )\ 2 1 2*
—/ (2sinf cosf g+ sin“0 ¢') Jutt )
0

Sei g(0) = 0 und g(#) > 0 fiir 6 € (0,0), dann erhalten wir die Identitét:

©
—% sin? @ ¢(0) u?(0) +/ (% sin?@g’ — (n — 2)sinf cosd g)u'*dh
0

© A 1 o
:—/ (2sin @ cosf g +sin® 6 ') <2u2—|—2*u2>.
0

Mit der Notation h(6) = 3 sin? 0g’(6) — (n — 2)sin 6 cosé g(0) folgt:

(C]
—% sin? @ ¢(0) u*(0) +/ h u'do
0

° . Ay 1,
= _ 2(h 4 (n—1)sin@ cos@ g) S _g_?u .
0
(2.28)
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2.5. Der lineare Fall

Wir testen die Gleichung (2.27) nochmals mit der Funktion h u und erhalten

€] [e) © €}

1 1

—[huu'} + hu’2d9+[h’ UQ] — = / h'u?de
0 0 0 2 0

_ _ (C] e .
—[” 5 Lot o huQ} + 2 5 1/ (cot & h)'u*df :/ h(Au® +u?)do.
0 0

Aus g(0) = 0 und 4/(0) = (n—2)g(0)(sin? @ —cos? 0) — (n—3) sin @ cos g’ (§) +
3 sin?0g” () erhalten wir

S) 1 S S .
/ h u?df — 2/ (h" = (n —1)(cot 8 h)")u?df = / h(Au? +u*)db.
0 0 0
(2.29)

Subtraktion der beiden Gleichungen (2.28) und (2.29) ergibt

%71 (n—1)
/ <2h” - (cot @ h) + X(2h + (n — 1) sin @ cos Gg)>u2d9
0

@ - - - *
+/ <2n 1h — (n=1)n=2) sin @ cos 6 g>u2 do.
0

Sei

1 -1
_n )(cote h)" + A(2h + (n — 1) sin 0 cos fg),

n—1 (n—-1)(n—2)

sinf cosf g.

Somit erhalten wir die Identitét

1
/ Bu2d€—§s1n 0 g(e / Cu? dob. (2.30)
0

Die Nichtexistenz fiir eine positive Losung folgt, falls B < 0, C' > 0,
9(0) = 0 und ¢g(©) > 0 gilt. Die Funktion h in B und C explizit eingesetzt
ergibt:

B :i( —2(n —3)(n —2+4+ X)g(8) sin(20)+

+(2=3n+n%+ 2\ + (13 + (n — 8)n — 2)) cos(20))g'(0)
+sin(0)(—3(n — 3) cos(9)g” (0) + sin(0) ¢>(9)))

¢ ="""Ln(0) ((n - 2) cos(8) g(6) — sin(6) ¢'(6)) .

n
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Fiir g(0) = sin™ 3 f() erhalten wir

B :é sin(6)"4[2(n — 3)(n — 1) cos(8) £(6)
— (54 (n—6)n — 44X+ ((n — 1)% 4+ 4X) cos(26)) sin(8) f'(0)
+2sin(9)® f3(0)],
"L Gin(0)" 2 (cos(6) £(6) — sin(6) 1'(9)).

C =
1. Mit f(6) = sin(#) erhalten wir

C=0

und

B = <"(”4_2) + A) cos(#) sin(h)" L.

Fir A < —n("TQ) folgt somit die Nichtexistenz fiir © € (0,7/2).

2. Fiir n = 3 erhélt man das Resultat von Bandle und Benguria.

Um einen Widerspruch in der Identitét (2.30) zu erhalten, muss die Diffe-
renzialgleichung B = 0 fiir f gelost werden. Dies ist fiir ein beliebiges n > 3
schwierig. O

Eindeutigkeit von L6sungen

Die Eindeutigkeit der Losungen aus den Sétzen 2.13 und 2.14 kann fiir den
Fall Q = Bgr(0) mit Hilfe des Eindeutigkeitsatzes von Kwong und Li [34]
sehr einfach verifiziert werden.

Satz 2.20 (Kwong und Li) Sei g € C°([0, R]) und
G(r) :=r"g(r) — L2

mit

2(n — _ _ 1) —s—
(n—1)(s—1) und L — 2ln—1((n—1)—s 3)‘

s+3 (s+3)2
Zudem existiere ein £ € [0, R] so, dass G nichtfallend in [0,€] und G nicht-
wachsend in [, R| ist. Dann hat das Problem

’)/:

—Au—g(Jz))u=u® in Br(0)
u>0 in Bgr(0)
u=0 auf 9BR(0)

fiir s > 1 hdchstens eine rotationssymmetrische Losung.
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2.5. Der lineare Fall

Es gilt das folgende Resultat:

Satz 2.21 Sei Q = Bgr(0) mit n > 3 und A > —@, dann existiert
hochstens eine Losung fir das Problem (2.19).

Beweis: Wir wenden den Satz 2.20 auf das Problem 2.19 an. Mit den
Bezeichnungen aus dem Satz gilt

s—n+2>1
Cn=2
n(n —2
ol = ("2 )

1
v=2 und L:§(n—2)(n—6).

Fiir G(r) erhalten wir

Gr) =12 <”(”4_2) 4 A) o= %(n —9)(n—6).

Es bleibt zu zeigen, dass ein £ € [0, R] existiert mit G(r) nichtfallend fiir
r € [0,£] und nichtwachsend fiir r € [¢, R]. In den geoditischen Koordinaten
erhalten wir

G(9) = (7“"42) + A) sin — %(n ~2)(n—6), 6¢€(0,0).

Da nach Voraussetzung A > —w gilt, folgt die Eindeutigkeit der ro-

tationssymmetrischen Losungen mit & = min{©O,w/2}. Aus der Tatsache,
dass in geoditischen Kugeln Losungen von (2.19) fiir A > —w rotati-
onssymmetrisch sind, folgt die Behauptung (siehe Brock und Prajapat [15],
Theorem 5).

g

Bemerkung 2.22 Im Gegensatz zum Brezis-Nirenberg-Problem im eu-
klidischen bzw. hyperbolischen Raum gilt die Eindeutigkeit von rotations-
symmetrischen Losungen im sphérischen Raum nicht fiir alle A < 0. Im
Kapitel 2.9 werden wir sehen, dass zumindest numerisch in grossen Kugeln

fir A < —% viele Losungen berechnet werden kénnen. O
2.5.2 p#2

Im Folgenden betrachten wir den nichtlinearen Fall p # 2:

—Apsnu — MP P =u "t inQ cs®
u>0 in ¢ (2.31)
u=0 aufoQ.
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Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

Das dquivalente Problem in R” ist wiederum gegeben durch

—div(p"P|VulP2Vu) — A\p"uP~t = p"uP ! in Q C R”
u>0 inQ (2.32)
u=0 auf dQ.

Nach dem Theorem I von Egnell in [21] existiert ein \* < A1 so, dass das
Problem (2.32) eine Losung fiir A € (A\*, A1) hat, wobei \; der kleinste po-
sitive Eigenwert des p-Laplace-Beltrami-Operators mit Dirichlet-Randwert
bezeichnet. Fiir gewisse p kénnen wir im Folgenden die Konstante \* ge-
nauer bestimmen. Aus dem Satz 2.7 folgt fiir rotationssymmetrische Lo-
sungen das Korollar:

Korollar 2.23 Sei 2 = Bgr(0) mit R < Ry, wobei Ry aus dem Satz 2.7
gegeben sei und p > "T“ Dann ist X;,; > 0 fiir rotationssymmetrische

Lésungen von (2.32), wobei X}, inf{\ € R : fiir A existiert eine rotati-

rot —
onssymmetrische Losung von (2.32)}.

Bemerkung 2.24 Im Fall p = 2 und n = 3 existiert fiir A < 0 keine Lésung
in Kugeln Bgr(0) mit R < 1 (siehe Abbildung 2.4, n = 3). Es stellt sich die
Frage, ob dies auch auf Sphéren mit Dimension n > 3 mdoglich ist. Der Satz
2.7 gibt dazu insofern eine Antwort, als dass Ry = 1 fiir p = "TH gilt (siehe
Abbildung 2.2). In Kugeln mit R < Ry = 1 folgt somit A}, > 0. Das Ver-
halten kann daher in beliebigen Dimensionen in einem p-Laplace Problem
mit p = ”TH beobachtet werden. )

Aus dem Satz 2.3 folgt die Existenz von Losungen fiir das Problem (2.32).
Das Resultat sei an dieser Stelle als Korollar nochmals zitiert:

Korollar 2.25 Sein > 3 und p < ”TH, dann existiert eine Ldsung u €

Wy P(Q) fiir (2.32) mit 0 < A < A1. Insbesondere gilt \* < 0.

Bemerkung 2.26 Fiir p > ”T“'Q und ©Q = Bgr(0) mit R < Ry folgt aus
dem Satz 2.7, dass 0 < A}, < A fiir rotationssymmetrische Losungen gilt.
Zudem wird die Konstante Sj,,«(£2, p" P, p™) in dem Fall nicht angenom-
men (siehe Bandle et al. [6], Corollary 4.4). Um A* genauer beschreiben
zu konnen, miisste fiir den p-Laplace ebenfalls eine Transformation in ein
nicht gewichtetes p-Laplace Problem, wie im Lemma A.1 fiir p = 2 gegeben,

bekannt sein oder eine explizite Losung des Problems
—div(p" P|VulP2Vu) = p"u? "1 in R"
u>0 inR"
u(z) — 0 fir |z] — oo

so, dass die Konstante Sp,(£2, p" P, p") besser abgeschétzt werden kann.

—
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2.5. Der lineare Fall

Das folgende Nichtexistenzresultat ist ein Spezialfall des im Allgemeinen
bewiesenen Satzes von Peletier und Serrin [21]. Der Vollstédndigkeit halber
sei hier der Beweis gegeben.

Satz 2.27 Das Problem (2.32) hat fir A > A\ keine Ldsung, wobei \
der kleinste Figenwert des p-Laplace-Beltrami-Operators —/\, mit Dirichlet-
Randbedingung bezeichnet.

Beweis:  Sei A > A; und u € Wol’p(Q) eine Losung von (2.32). Dann
existiert ein Gebiet 2 CC 2 und eine Konstante v < 1 so, dass
—div(p" P|VolP2V) = 4 p" (AL + u? PP in Q
v=0 auf 90
eine positive Losung ug besitzt. Die Losung erh&lt man als Minimierer von
eVl

vew @) Jg P (AL 4wl P)vPdr
v#£0

Wir wenden (ug —u)4 € Wol’p(ﬁ) als Testfunktion auf (2.32) und (2.33) an

und erhalten

/ PP IVuP2VuV (ug — u)de = / P\ + uP PP Hug — u)dx
ug>u

up>u

(2.33)

sowie

/ PP\ Vauo|P~2VuoV (up — u)da
up>u

=[O P o~ w)da
up>u
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt

/ PP (|Vuo P Vug — [VulP 2 V) (Vug — Vu)de =
ug>u

/ P (A1 +uP Py ul T — (O wP PP (g — ) d.
up>u
Da nach Voraussetzung A > A gilt, folgt

/ Pn_p(|vuo|p_zvuo - |Vu\p_2Vu)(Vu0 — Vu)dz

o (2.34)

< / p" (A1 —&-up*_p)(’yug_l —uP N (ug — u)d.
up>u

Sei wp so normiert, dass sup(y ugfl —uP™) = 0 gilt, womit die rechte
Seite der Ungleichung (2.34) negativ wird. Die linke Seite ist jedoch nach
Lemma 4.10 in Diaz [20] strikt positiv. Somit erhalten wir einen Wider-
spruch und folglich die Aussage des Satzes. a
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Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

2.6 Der superlineare Fall

2.6.1 p=2

Wir betrachten das in null superlineare Problem:

~Ngnu— d =42 in Qs
>0 inQ (2.35)
u=0 auf o,

wobei 1 < ¢ < 2. Mit Hilfe der stereographischen Projektion ist das dquiva-
lente Problem in R™ gegeben durch

—div(p" 2 Vu) — A\p"ud™t = p" Wl imnQcR?
u>0 inQ (2.36)
u =0 auf 0.

Eine erste Losung von (2.36) erhalten wir als Minimierer des zum Funktional

]- A 1 *
D) =5 [ o ulde =5 [ prlapide = o [t da
2 Jo qJa 2" Jo

zugehorigen abgeschnittenen Funktionals Jy, wie im Kapitel 1.3.1. Es gilt
der Satz:

Satz 2.28 Es existiert ein \g > 0 so, dass fiir alle 0 < X\ < Xy das zu (2.36)
gehérige Funktional Iy einen Minimierer ug € W01’2(Q) mit

I)\(U()) =Cy<0
hat.

Beweis: Folgt direkt aus dem Satz 1.8
g

Um die Existenz einer zweiten Losung zu erhalten, betrachten wir das
Funktional I : I/VO1 2(€) — R, definiert durch

1 . A 1,
riw =g [ (29l = 2yt g a,

Korollar 2.29 Aus dem Lemma 1.10 folgt, dass ug ein lokales Minimum
von I;\L ist.

Satz 2.30 Sein > 3, dann existiert fiir alle A € (0, \g) eine zweite Losung
uy € WOI’Z(Q) fir das Problem (2.36) mit u; > ug.
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2.6. Der superlineare Fall

Beweis: Fiir den Beweis des Satzes verwenden wir die Methode von Ambro-
setti, Brezis und Cerami [2]. Sei A fest und ug der dazu gehoérige Minimierer
aus dem Satz 2.28. Wir suchen eine Losung uq in der Form u; = ug + v.
Fiir das Problem (2.36) folgt

~div(p""*(Vug + Vv)) = Ap"(ug + v)T~" = p"(ug +v)* 1,
wobei der Minimierer ug die Differenzialgleichung
—diV(p”_QVuo) _ )\pnugfl _ pnug*fl

erfiillt. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir die folgende
Differenzialgleichung fiir v:

—div(p"2Vw) = A" (w0 +0)71 —ud ™) + p"((wo +v)? T —ud ).
Wir definieren die Funktion

(z,5) == A((up + S)q_l — Ug_l) + (uo + 8)2*_1 — u(z)*_l firs>0
gL . 0 sonst.

Mit G(z,s) := [; g(x,s)ds sei die Stammfunktion von g bezeichnet. G ist
gegeben durch
% ((uo + v)1 —*ug) + 2 ((uo +v)* —ud’)
G(z,v) = —)\ug_lv — ug 1y firv >0
0 sonst.

Wir betrachten nun das Funktional E : W& 2(Q) - R

1
E(w):= 2/Qp"_Q\VUIde—/Qp”G(x,U)dx.

Das Ziel ist, die Existenz eines kritischen Punktes von E mit Hilfe des
Mountainpass-Lemmas zu beweisen, wobei wir v = 0 als lokales Mini-
mum verwenden. Das Funktional £ muss zudem die lokale Palais-Smale-
Bedingung (P.-S.)s erfiillen. Falls v € VVO1 2(Q), v # 0 ein kritischer Punkt
von E ist, folgt aus dem Maximumprinzip (siehe Gilbarg und Trudinger
[28]), dass v positiv in €2 ist. Unter dieser Voraussetzung erhalten wir eine
zweite positive Losung u; = ug + v von (2.35), wobei uy # ug gilt. Wir
beweisen daher im néchsten Schritt das Lemma:

Lemma 2.31 v =0 ist ein lokales Minimum von E in W01’2(Q).

Beweis: Sei

fz,s) = Agl—1 4 271 firs>0
1 0 fir s <0
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und F(z,v) = [ f(x,s)ds. Fiir ein beliebiges v € VV0 2(Q) gilt

A 1 o "
G(z,vt) — F(z,v0 +vT) = —=od — Aog™ Lyt — 2—1}8 —vg ~hot
q

und somit mit [[v]|* = [, p" | Vo|2d

E@) =2 (ot + o7 2) - /Q PG, o) de

l\D\»—\ [\JM—A

=Lt 4 o) - / P F (2,0 + vt )dat
Q
7 A q 1 2% 2 -1 +
+ [ p —u0+)\u0 T g +u dx
Q q 2%

=Lt 4 ) - /Q P (o + v )da+

[\.')M—A

+/ p"F(x,up)dx + / 0" f(z,up)vtde.
Q Q
Fiir I} (up + v™) erhalten wir
1
It +07) =3 (ool + [0%12) + [ 92V - Vb
Q
- / P (x,up + v )dx
Q

=5 (luoll* + [[v*]1%) + /P"f(%uO)v*da;
0

l\’)\v—l

- / P F (2, ug +vT)dz.
Q
Somit folgt fiir £(v) in Termen von I,
1, _ 1
B(w) = 5l I + I (o +0) = 3wl + | 9" F(o,u)da
Q
1, -
= LI 4 I o+ ) — I ).

Da uy ein lokales Minimum von I, ist, folgt unter der Voraussetzung ||v|| <
g, mit € > 0 geniigend klein

1
E(®) 2 37|12 2 0.

Lemma 2.32 E(v) erfillt die lokale Palais-Smale-Bedingung (P.-S.)z mit

8= lsg/?
n
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2.6. Der superlineare Fall

Beweis: Folgt analog zu Lemma 1.4.
O

Fiir alle v > 0 gilt E(tv) — —oo fiir t — oco. Wir wihlen fiir v die
spezielle Testfunktion v = p_nT_Q@ZJE analog zu Kapitel 2.5.1. Sei t. > 0 so,
n—2
dass E(t. p~ 2 1) <0 gilt. Zudem sei

L. = {y € C([0,1], Wy () : 7(0) = 0,7(1) = tep™ "7 ¢}

und

c. = inf max{E(v(t)):t € [0,1]}. (2.37)
yele

Mit Hilfe des Mountainpass-Lemmas erhalten wir eine konvergente Palais-

Smale-Folge, falls c. < 1/n 53/2 gilt.

Lemma 2.33 FEs gilt

n— 1
e <sup E(tp "2 ¢.) < —Sy"°
t>0 n

fiir e > 0 gentigend klein.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgende Ungleichung: Fir alle p > 1
existiert ein o = a(p) > 0 so, dass

(a+Db)P >af + b +aad” b, Va,b>0. (2.38)

Fiir einen Beweis der Ungleichung sei auf Ambrosetti, Brezis und Cerami[2]
verwiesen.
Beweis von Lemma 2.33:

1. Fall n > 4. Mit der Ungleichung (2.38) folgt

2% 2*—1

g(x,8) > s> 1 +au; 's fiirs>0.

Aus dem Lemma 2.15 und dem Lemma A.1 folgt

Lo 2 " * Lo 9 =
—t Ve |“de — — [ ¢Z do— -at uy tpide
2 Ja 2" Jo 2 Q

%53/2 —C 240" ?) fir n > 4

152 — C £%log(e) + O(£?) firn=4

E(tp™"7 v.)

IN

IN

Fiir ein € > 0 geniigend klein folgt die Behauptung.
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Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

2. Fall n = 3. In dem Fall schéitzen wir die Funktion g etwas anders ab.
Wir verwenden die Ungleichung

(a+b)° > a® +b° + 5ab?
und erhalten fiir g
1
G(z,s) > 686 +ups®  fiir s >0

und somit

1 6
Blep b <58 [ (Voo [ bao-ce [ v
2 Jo 6 Jo Q

Es gilt
) = / Vi 2dz = 522 + Oe)
Cy = / Pedr = S3/% + O(e?) (2.39)
O3 = C/ngdx = CeY? + 0(5?)

mit C' > 0. Sei

1 1 1
d(e) = r?§8<{§C1t2 — 6t6C'2 - 5t5C3}.

Das Maximum d(¢) wird bei ¢ = #(¢) angenommen, fiir welches
Ci = Cgt~4 + Cgt~3

gilt. Aus (2.39) erhalten wir fiir

. C
i(e)=1——35e? +o(c'?)

und somit fiir ) o
d(e) = 55’3/2 - 361/2 + o(e/?).

Fiir £ > 0 klein genug folgt ¢, < d(e) < %53/2 )

O
Schluss des Beweises des Satzes 2.30. Fiir das Funktional E existiert eine
Umgebung U so, dass E(v) > ¢ > 0 fiir v € 9U gilt. Ferner existiert ein
to > 0 mit E(tg p*nTﬁl/Jg) < 0. Aus dem Mountainpass-Lemma erhalten wir
fir das Funktional E eine Palais-Smale-Folge {v;} mit E(v;) — ¢ fiir j — oo.

Aus dem Lemma 2.33 folgt ¢ < ¢. < 1/nSy /2 und somit aus dem Lemma
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2.6. Der superlineare Fall

2.32 die Konvergenz der Folge. Aus dem Maximumprinzip folgt v > 0 in 2
(siche Gilbarg und Trudinger [28]). Wir erhalten somit eine zweite Losung
u1 = ug + v von (2.36). Es folgt die Behauptung.

g

Fiir das folgende zu Ambrosetti, Brezis und Cerami [2] analoge Resultat,
bendtigen wir das Lemma:

Lemma 2.34 Sei z die eindeutige Lésung von

—div(p"?Vz) = p" 2 in Q
z>0 1inQ (2.40)
z=0 auf 00.

Dann existiert ein v > 0 mat
[ 2VoE == 02 do =y [ e v o e Wi,
(2.41)

Wir bezeichnen v als den kleinsten positiven Eigenwert von —div(p"2V-) —
(g — 1)p"2972. mit Dirichlet-Randwert.

Beweis: 2z kann als Minimierer von F : I/VO1 2 R, definiert durch

1 1
E(v) = 2/ P3| Vo Pde — / p"v|ldz,
Q q.Ja

gefunden werden. Analog zu Lemma 3.5 in [2] folgt, dass die Bilinearform
D?FE in z positiv semidefinit ist. (Die Spektraltheorie fiir —div(p"2V-) —
a(z) kann auch fir ein a(z) = +oo auf 9Q in den W01’2(Q) iibertragen
werden, siehe Bemerkung 3.1 in [2].) Daher gilt

/Q (VP — (g —1)p"27 29 dz >0 Y ¢ € W, 2(Q)

oder dquivalent: der kleinste Eigenwert A\; von —div(p"2V-)—(g—1)p"29~2.
mit Dirichlet-Randwert ist nicht negativ. Die Aussage des Lemmas folgt,
falls Ay > 0 gilt. Wir nehmen A; = 0 im Widerspruch an. Dann existiert
ein ¢ € Wy (Q), ¢ > 0 mit

—div(p" V) — (g — 1)p"27%¢ = 0.

¢ erfiillt die Gleichung
/ P2V eV zdr = (q — 1)/ P2 pdr = 0.
Q Q
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Aus der Voraussetzung (2.40) folgt jedoch fiir z

/ PV GV zdx = / P2 pdr = 0.
Q Q

Da 1 < g < 2 gilt, haben wir einen Widerspruch zur Annahme. Es folgt die
Behauptung mit v = \;. O

Die Losungen wug, deren Existenz durch Minimieren eines abgeschnit-
tenen Funktionals J) bewiesen wird, sind im Sinne des folgenden Satzes
eindeutig:

Satz 2.35 Fir alle A € (0,\o) existiert fiir das Problem (2.35) héchstens

ewne Losung ug mit
1
f}/ 2% —2
ke < 4= (525)7

wobei v > 0 den kleinsten Eigenwert von —div(p"2V-) — (¢ —1)p"2972- mit
Dirichlet- Randwert bezeichnet, und z € W&’z(Q) die eindeutige Lésung von
(2.40) ist.

Eine offene Frage ist, ob aus ¢  p fiir die Konstante A \, 0 folgt. Dies
wiirde die Beobachtung 2(a) im spéter folgenden Kapitel 2.8 iiber den Grenz-
fall beantworten.

Beweis: Sei A > 0 so, dass

(2F —1) A7 2 < 4,

wobei v der Wert aus dem obigen Lemma ist. Im Widerspruch nehmen wir
an, dass eine zweite Losung w = ug+v mit |w|o < A existiert, wobei ug der
Minimierer von (2.36) fiir ein festes A € (0, \g) sei. Es kann gezeigt werden,
dass ug eine Minimallésung von (2.36) ist (mit der Methode II in [11], siehe
auch [2]). Fiir v folgt daher v > 0 in Q. Sei ((z) = \/Z=9z(z), wobei z
der Gleichung (2.40) geniige. Dann erfiillt ¢

—div(p" V() = Ap" ¢t

Zudem gilt fiir ug
—div(p" " *Vug) > /\p"ug_l.

Analog zu Lemma 3.3 in Ambrosetti, Brezis und Cerami [2] gilt ug > P
und somit
ul™? < AT1072, (2.42)
Da w = up + v eine Losung von (2.36) ist, erfiillt w die Gleichung
—div(p" 2V (g + ) = A" (g + 0)1 1 + p" (g + ),
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2.6. Der superlineare Fall

und aus der Konkavitéit von v9~! folgt
A" (ug 4+ )77 < Ap" ugfl +A(g—1) u%fZU.
Wir erhalten somit fiir v die Ungleichung
—div(p" V) < Ap" (g — 1) ud 2o+ 0" (uo +0)2 1 — !
und mit (2.42) folgt
—div(p"2V) < p" (g — 1) 29 20 + p" (uo +v)F = ptud T (2.43)
Andererseits haben wir vorausgesetzt, dass w = ug + v < A und somit
(up +v)> P —ud < (20— 1) AT %
gilt. Fiir die Ungleichung (2.43) folgt
—div(p"2Vu) — p" (g — 1) 29720 < (2 — 1)p" A% 2.
Mit v getestet erhalten wir

/ P Vo2 = p (g — 1) 27 %03 de < (2% — 1)/ Pt AT 2%,
Q Q

Aus dem obigen Hilfslemma folgt

v /p"vzdx < (2F — 1)A2*_2/ pvide.
Q Q
Da nach Voraussetzung v > (2* — 1) A" =2 folgt v = 0 und damit die Be-
hauptung.
O

Im Fall, dass das Problem (2.36) fiir A = 0 keine Losung hat (vergleiche
Abbildung 2.4), folgt fiir die Mountainpass-Losungen u; das Korollar:

Korollar 2.36 Sein =3 und Q = Br(0) mit R < 1. Dann gilt |u1]|e — 00
fir A\, 0, wobei uy die Mountainpass-Lisung von (2.36) bezeichnet.

Beweisidee: Der Beweis folgt per Widerspruch. Wir nehmen an, dass
eine Folge von Losungen uy; # uoy; fiir A; \, 0 mit |uy,[oec < C existiert,
wobel mit ug,; die Minimallssungen bezeichnet seien. Aus dem Satz 2.35
folgt, dass eine Konstante A > 0 existiert so, dass |uy,|ec > A fiir j gross
gilt. Mit Hilfe von elliptischen Ungleichungen kann andererseits eine, zu
einem w € VVO1 2(Q), gleichméssig konvergente Teilfolge A, von uy; gewéhlt
werden, mit

n+2
—Agw = wn-2.

Da Q = Bgr(0) mit R < 1, gilt w = 0 im Widerspruch zur Annahme.
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Existenz einer nichttrivialen Lésung fiir A < 0

Falls fiir A = 0 eine nichttriviale Losung existiert, kann wegen des globalen
Fortsetzungssatzes (sieche Bandle und Reichel [9]) angenommen werden, dass
fiir A < 0 mit |A| klein eine nichttriviale Losung existiert. Als erstes werden
wir zeigen, dass vg = 0 ein lokales Minimum des Funktionals I;f fiir A < 0 ist.
Unter den Voraussetzungen, I;\L erfiillt fiir negative A die Bedingung (P.-S.) i
fiir ein gewisses 3 € R und Ij hat einen Mountainpass unterhalb diesem
kritischen Niveau 3, folgt aus dem Mountainpass-Lemma eine nichttriviale
Losung vy. Da im subkritischen Fall das Funktional I; die Bedingung (P.-

S.) E; fiir ein beliebiges 3 € R erfiillt, erhilt man eine nichttriviale Losung fiir
alle A < 0.

Lemma 2.37 v = 0 ist ein lokales Minimum fiir A < 0 von I;\r.

Beweis: Es gilt 1] (0) =0. Seiv € W&’Z(Q), v # 0 mit ||v|| = e. Dann gilt

1 1 1 x
Iy (v) > §||’U+”2 + §HU*H2 - ;CQ lo* |2
1 1 * 1

— (5 a0t 2] It P 4 3l P 2 @ > .

Es lasst sich das folgende zu Lemma 1.11 analoge Lemma beweisen:

Lemma 2.38 Sei A < 0 und {v;} C WOLQ(Q) eine Palais-Smale-Folge fiir
I} mit I} (v;) — C. Falls

-1,
c*<5:552/2

gilt, existiert eine konvergente Teilfolge in Wol’Q(Q).
Beweis: Sei v; eine Palais-Smale-Folge mit I;“(vj) — (' fiir j — oco0. Analog
zu Lemma 1.4 folgt, dass {v;} in VVO1 () beschrinkt ist. Wir erhalten somit
. . 1
C= h}nI;f(vj) = h;n (Ij\r(vj) — 2<DI;\F(vj),vj)>

A A / q 1/ 2*
= — 4+ = "(v))ddx + — "(v;)5 dz
<q 2> QP(])Jr n QP(])+
1 * 1 .,
/Pn(v)id$+52/2
Q n

v

n

im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt die Behauptung analog zu
Lemma 1.4.
O

Das folgende Lemma ist eine Ergénzung zu Lemma 2.15:
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2.6. Der superlineare Fall

. . . _9
Lemma 2.39 Es gilt mit Kk =n — q"5=

z n/2 . _n
1. /p”dﬁalqda: > { Ciez[log(e)| + O(?)  fir g =35, n>4
Q

C2€"_qn7_2 + O(eand) fiir q # 5.

5 n/2 T
o o { G0 am
o o1 L O fiirg> 2y,

Beweis: Fiir die erste Abschitzung erhalten wir wie im Beweis des Lemma
2.15
/ o9 = / P (9" — Dulda + / prulde
Q Q Q
q(n—2)

n(n —2)e?)™ 1
B P RIS o i
Q\B,/2(0) (€2 4 |z]?)
q(n—2)

n(n —2)e2)" 1
¢ [ plln=DN T,

(n—2
(2 + [T
(n—2)
e — 9"
—Ce"T 9 + p”(n(n ) dx.
9 q(n 2)
Q (24 |x)?)

Es bleibt der letzte Term abzuschitzen. Sei R > 0 so, dass Br(0) C Q gilt.
g(n—2)

q(n—2)

P e T by T o b
o (@42 o (s2+|x|2)f‘”"{”
q(n—2)
—2
\Sn|/ n(n 2<n 42) rdr
(e2+|r?)

= || [/0 ...dr+/3R...dr}

Fiir den ersten Summanden erhalten wir

g(n—2) q(n—2)

© nn—2eh) T f(nn-2)e) T L,
P~ o dr > p(e)” o " dr
/0 (2 +|rf) 5 /o (2e2)5

— O t" =2+ _ o P34

und fiir den zweiten

q(n—2) q(n—2)

/R pn (n(n — 2)52) 4 nfldr > ,O(R)K /R (n(n — 2)52)f rnfldr

(n—2) (n—2)
(€2 +|r2) T (2r2) "7

R
q(n—2) 1
=Ce¢e 2 /{E 7rn(q_1)_2q+ldr

e T 4 0™ g g £ 2
Cye"?|log(e)| + Cae™?  fiir ¢ = 25




Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

Aus den verschiedenen Termen folgt die erste Behauptung. Fiir die zweite
Ungleichung wihlen wir R > 0 so, dass {2 C Br(0) gilt. Wir erhalten somit

(n—2) a(n—2)
n(n — 2)e2) "1 nin —2)e2)" 1
P e iy G T
Q (&2 +[z]?) Br(0) (52+|$|2) 2
2 a(n—2)
|Sn|/ E 2(7L:12) Tn_ldr
2
(e +\7”! )

— e / v
1+t2
0 (1+t2)q P

=:C1

Die Konstante C} ist beschrinkt, falls ¢ > .

Satz 2.40 Sein > 4. Fir A <0 mit |\ geniigend klein und "5 < q < 2
existiert eine Lisung von (2.36).

Beweis: Die Bedingung C' < 3 fiir I;f' zu verifizieren, ist schwierig. Wir
verwenden daher das Lemma 1.15 und zeigen, dass ein v € W& 2 existiert
so, dass

Jo (7210 + |l p"[0]7) da
(fo o7 l0f2)?"?

gilt. Sei v = p_nT_Qwe. Mit den Lemmas 2.15 und 2.39 erhalten wir fiir
q> ;5 undn>4

<S2

Q#(”) =

Sn/2 018 + |M|O2€n q= 5 +O( n— 2)
(577 + O(en-2))* (2.44)
< Sy —Cre’+ || Co Enfanig + O(€n72).

Qulp™ ™7 ) <

Unter der Voraussetzung g < 2 und |u| klein folgt Q:[ (p*nT72¢g) < 8o fiir ein
€ > 0 geniigend klein. Mit dem Lemma 1.15 erhalten wir einen Minimierer
n—2
v € W012( ) fir @Q,. Mit der Transformation u; = K 7 v; und A =
(n— 2)(2 )
piK

1st durch

erhalten wir einen kritischen Punkt fiir I;\L, wobei K gegeben

Jo (0" 2V oL + |ulp"|01]?) da

K = .
Jo P i [F da
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2.6. Der superlineare Fall

Situation im hyperbolischen Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir kurz die analoge Situation fiir das Brezis-
Nirenberg-Problem im hyperbolischen Raum H"™ (fiir den linearen Fall ¢ = 2
siehe Stapelkamp [40]). Wir betrachten daher das Problem
—Agnu— Ml =4t inQ cH?
u>0 inQ (2.45)
u=0 auf o

mit 1 < ¢ < 2. Durch stereographische Projektion in den R" erhalten wir
das dquivalente Problem

—div(p"2Vu) — A p"u?t = p"u? "t in Q C R”

>0 in
u=0 auf 00, (2.46)
. 2

Fiir A = 0 existiert in einem sternformigen Gebiet keine Losung (siche Sta-
pelkamp [40]). Aus dem Satz 1.8 folgt fiir das Problem (2.46) die Existenz
eines Minimierers ug fiir A € (0, \g). Die Situation fiir eine zweite positive
Losung soll nun genauer betrachtet werden.

Analog zum sphérischen Fall suchen wir eine Losung u; von (2.46) in
der Form u; = ug + v. Wir erhalten fiir v die Gleichung

—div(p"2V0) = p"(A((uo + )T —ud ™) + (ug + v)¥ 7 — w2 ).

Das zugehorige Funktional bezeichnen wir wiederum mit E. Es gilt das zu
Lemma 2.33 analoge Lemma

Lemma 2.41 Fir 0 < \* < A < X\g gilt
n— 1
¢ <sup E(tp "7 ¢.) < —S"/?
t>0 n
fiir e > 0 genidigend klein, wobei c. analog zu (2.37) definiert sei.

Beweis: Analog zu Lemma 2.33 schitzen wir das Funktional E(v) =

%HUH fQ x,v)dz ab, wobei
g(z,8) = A(ug +v)171 — w8~ 4 (ug +0)> 1 —ud 7! fiir s >0
’ 0 sonst.

und G(z, s) fo x,s)ds die Stammfunktion von g ist. G ist gegeben
durch
2 ((uo o)t ug) + 9= (o +v)* —ug’)
G(z,v) = —ud” Ly — ug 1y fiirv >0
0 sonst.

65



Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére

1. Fall n > 4. Mit der Ungleichung (2.38) folgt

2 2*—1

glx,s) >s¥ Traudts fiirs>o0.

Somit haben wir

_n=2 1 tz* *
Bty %) < o [ (Voo = [ 02 da
Q Q
t2

4 1n(n—2)
0 <0‘“0 ’ —24,02) Yidx

2

1, ) t* : ¢ 2
< —t* [ |[Vpe|?de — — | ¢Z do — —Cy | idz,

wobei ( )
4 1In(n—2
Ci = o p?) >0,
Da wup(xz) und p(z) in r = |z| monoton fallend sind, das Maximum

bei z = 0 angenommen wird und |up|ee — 0 fiir A — 0 gilt, folgt fiir
0 < A\* < A < Ag die Behauptung wie in Lemma 2.33.

2. Fall n = 3. In dem Fall miissen wir wiederum den linearen Term mit-
beriicksichtigen. Der Beweis folgt analog zum entsprechenden Lemma
fiir das Problem auf der Sphére.

a

Aus dem Mountainpass-Lemma erhalten wir somit eine zweite positive Losung
fiir A € (A", A\o). Es gilt der Satz:

Satz 2.42 Sein > 3, dann existiert ein \* > 0 so, dass das Problem (2.46)
fiir A € (X", X\o) eine zweite Lisung uy € W01’2(Q) hat.

Die Abbildung 2.6 zeigt numerisch berechnete Losungspfade fiir Kugeln
Bpgr(0) im euklidischen, sphérischen und hyperbolischen Raum.
2.6.2 p#2

Im Folgenden betrachten wir wiederum das analoge p-Laplace Problem.
Nach stereographischer Transformation erhalten wir das Problem

—div(p"P|VulP2Vu) — Ap"udt = pu? Tl in Q C R®
>0 inQ (2.47)
u =0 auf 09,

wobei 1 < ¢ < pund n > 3 sei. Aus dem Satz 1.8 folgt die Existenz eines
Minimierers ug mit Iy(up) < 0 fiir 0 < A < Ag. Es gilt der Satz:
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| oo —OxI
160

140}
1pof
1Q0|

2.5 5 7.51012.5

A 2.5 5 7.5 10 125
a) Bi/o CcS",n=3,4firn=3: =0undn=14: <
By 2(0) € S" 3,4; fi 3: 0 =0undn=4:)\* <0

| oo —OxI

160

140 0.35

120 0.3

100 0.25

80 0-2

0 0.15

40 0.1

20 0.05

2 4 6 8 10 12
A

(¢) B1(0) C R", n = 3,4

Abbildung 2.6: Vergleich zwischen dem euklidischen, sphérischen und

n+42
hyperbolischen Raum fiir das Problem —A pju—Ay/u = un? in B r(0) C
M e {R™ H", S"}.
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Satz 2.43 Es existiert ein Ao > 0 so, dass fiir das Problem (2.47) fir alle
A € (0,N) ein Minimierer ug existiert, wobei

1 A 1 .
Iy(up) = / P PIVug|Pdr — / pluddr — */ plupy dx <0
bJa qJa P Ja

gilt.
Aus dem Satz 2.7 und dem Korollar 2.36 folgen die beiden Aussagen:
Korollar 2.44 Sei 2 = Bg(0).

1. Fir p > "T‘"Q und N < 0 existiert ein Ry(n,p,q) so, dass fiir alle

Kugeln Br(0) mit 0 < R < Ry(n,p,q) keine rotationssymmetrische
Lésung fiir das Problem (2.47) existiert.

2. Fualls fir p > ”%’2 eine zweite rotationssymmetrische Losung uy von
(2.47) mit X > 0 existiert, dann folgt |u1]ec — 00 fiir X\ \, A* > 0 fir

alle Kugeln Br(0) mit R < Ry(n,p).

Bemerkung 2.45 Aus den numerischen Berechnungen (siche Abbildung
2.7) kann man sehen, dass auch fiir p > "T” eine zweite Losung fiir ge-
wisse A existiert. Deren Existenz zu beweisen ist jedoch schwierig, da fiir
den p-Laplace-Beltrami-Operator das Lemma A.1 nicht richtig ist. Fiir
p < ™2 folgt ebenfalls die Existenz fiir A < 0 mit |A| klein. Es gilt

Spp=(p" 7P, p", Q) < S und entsprechend erhalten wir
_ Ja P PIVuPdr + |l o p"(ut)da
(Joo o lul” dac) ™"

< Spp ("7, 0", Q) + |l

0< Qu(“)

fQ p"u|ldx
(IQ pn‘u p*dx)P/p*

2.7 Der sublineare Fall

In diesem Kapitel betrachten wir den in null sublinearen Fall. Die beiden
Fille p = 2 und p # 2 unterscheiden wir im Folgenden nicht. Wir betrachten
das Problem (2.2):

—div(p" P|VulP2Vu) — A p"ud ™t = p"u Tl in QC R
u>0 inQ (2.48)
u=0 auf 0

mit 1 < p < ¢ < p*. Als Korollar von Satz 1.7 kénnen wir das folgende
Resultat festhalten:
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—I)\(u)
10
1) 0.14
g 2)) 0.12
) -\ 0.1 a)
6 \\\\\ ////’
0.08
4
4 0.06
(4l 7/
0.04 %
2 0.02 b)
“0.511.52 2.53 3.5
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 \

A

Abbildung 2.7: Numerische Berechnungen fiir n = 4,p = 3,¢ = 2 und
2 = B1(0). In dem Fall gilt Ry > 1, daher existiert keine nichttriviale
Losung fiir A = 0. Mit a)-¢) sind verschiedene mogliche Fortsetzungen
skizziert. Die Losungskurven 1)-3) wurden in finite Elementraumen V' C
W, mit dim V' = 2048,1024, 512 berechnet.

Korollar 2.46 Es existiert ein \* so, dass fiir alle A > A\* das Problem
(2.48) fir 1 < p < q < p* und p < n eine schwache Lisung u € Wol’p(Q)
hat.

Im Folgenden wird es nun darum gehen,
A* =inf{\ € R : fiir A existiert eine Losung von (2.48)}

genauer zu beschreiben. Aus dem Satz 2.3 folgt das Korollar:
Korollar 2.47 Fiir p < "T” ist A* < 0.
Fiir Q = Br(0) folgt aus Satz 2.3 und Satz 2.7:

Korollar 2.48 SeiQ = Bg(0) undp > “t2. Dann gilt \},, > 0 fir R < Ry,

rot —
wobei Ry der kritische Radius aus Satz 2.7 bezeichnet.

In der Abbildung 2.8 sind numerisch berechnete Beispiele zu den beiden
Korollaren zu sehen.
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a) p = 2, Beispiel zu Korollar 2.47

| foo —O\Iy
800 L
700
1.
600
500
0.
4o
3b0 0
290 Of
10 0.
5 10 15 20 5 10 15 20
A A

b) p = 3, Beispiele zu Korollar 2.48
| ’ |<>o

25
20

15

10

5 10 15 20 25 30 35 4)\0

Abbildung 2.8: Numerische Losungskurven fiir R = 0.5,n = 5. In a) ist
p:2<”T+2:%unddaher)\*<0. In b)ist p > "TH Firg=7,¢q=6
bzw. ¢ = 3.5 gilt A}, > 0, wobei man erwarten kann, dass in diesen

beiden Fallen A* , > 0 ist.

rot
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2.7. Der sublineare Fall

Das Verhalten fiir ¢ gegen p*
Sei ¢ = p*, dann erhalten wir fiir (2.48) das Problem

—div(p" P|VulP2Vu) = (1 + \) pu? ™1 in Q Cc R"
u>0 in €
u=0 auf 9Q.

Unter der Voraussetzung, dass eine nichttriviale Losung u fiir A = 0 existiert,
konnen wir fiir alle A > —1 eine zugehorige skalierte Losung v = a u finden.
Fiir p = ¢ wissen wir, dass |u|ooc — oo fiir A — \* gilt. Fiir p < ¢ < p*
kann nun beobachtet werden, dass eine zweite positive Losung fiir gewisse A
numerisch berechnet werden kann (sieche Abbildung 2.9). Es stellen sich fiir
dieses Verhalten diverse offene Fragen:

1. Wie lisst sich im sublinearen Fall die zweite - falls existent - positive
Losung charakterisieren?

2. Gibt es mehrfache Losungen?

0 0o
[a\ e ™M ANMm <f
1 |
ST S o o ’ : ‘oo —Ox\Ix(u)
| | 35 i F 35
i -
; i 30 i 30
:‘ i !
| ; 25 25
| i H
| N o
| 20 il 20
;' ! i
| i 15 i 15
i ¥
! 10 | 10
! L 5 NN AN 5
W\ \ s S—— - AN
-2 - el ‘h‘i\’?‘.ﬁ’:—?‘m
-2 1.5 -1 -0.s -2 1.5 -1 -0.s5
A* N A* N

Abbildung 2.9: Verhalten fiir 2 < ¢ < 2*,n=4,R=6. Fir ¢ =2
gilt A* = =22 — 9 und fiir ¢ = p* gilt A* = N = —1.
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2.8 Der Grenzfall
Wir storen den linearen Fall um ein kleines e:

—div(p" P|VulP2Vu) — A\ uP = p"uP Tl in Q C R
>0 inQ (2.49)
u=0 auf 9.

Die Abbildung 2.10 zeigt die Abhéngigkeit der Losungspfade I'® von €. Aus
den numerischen Berechnungen kénnen wir die folgenden Beobachtungen
machen, wobei diese offene Probleme sind. Es stellen sich zudem diverse
offene Fragen. Mit A1 > 0 sei der kleinste positive Eigenwert des p-Laplace-
Beltrami-Operators —A, snu mit Dirichlet-Randwert bezeichnet.

e<0
- >
e>0 A
l\’ |OO
2* T A T3 \ A
>
L

Abbildung 2.10: Verhalten im Grenzfall fiir € klein.
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1. Im linearen Fall, e = 0: Fiir p = 2 gilt \* = —n(n4_2). Wie lésst sich

A* fiir p # 2 niher charakterisieren?

2. Im superlinearen Fall, ¢ < O:

(a) Die Losungen ug € T'5<% mit negativer Energie I)(up) < 0 gehen
fiir ¢ — 0 in die Nulllsungen iiber.

(b) Die Losungen uy € T5<Y bleiben im Grenziibergang ¢ — 0 erhal-
ten und gehen in die nichttrivialen Losungen des linearen Pro-
blems iiber. Insofern sind diese Losungen die wirklich nichttri-
vialen.

(c) Unklar ist das Verhalten von A\g. Gilt \g < A; 7

(d) Dieselbe Frage stellt sich fiir A*. Wie verhilt sich \* in Abhéngig-
keit von ¢ im superlinearen Fall?

3. Im sublinearen Fall, ¢ > 0:

(a) Die Losungen uj € I'5”? gehen iiber in die nichttrivialen Losungen
des linearen Problems und bleiben somit als nichttriviale Losun-
gen erhalten.

(b) Die Losungen uy € I'f” O gehen in die trivialen Losungen des
linearen Problems iiber.

(c) Gibt es in diesem Fall ein sinnvolles Ag analog zum superlinearen
Fall?

(d) Wie verhilt sich A* in Abhéngigkeit von ¢7

Die folgenden Abbildungen sind verschiedene numerische Beispiele zu
den obigen Beobachtungen. Die Abbildung 2.12 zeigt deren Lage beziiglich
dem Nichtexistenzsatz 2.7.

_________ sublinearer Losungspfad, e = —0.2 < 0
linearer Losungspfad, e = 0
............. superlinearer Losungspfad, e = 0.2 > 0

Abbildung 2.11: Linienmuster fiir die folgenden Beispiele
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3,
Van\ Fan\ L l_-R_3 Fan\
p: 2p: 2.2 ’ C—) 2-5 p:3 p:u3.4

2,

1.5
1 Nichtexistenz in Bg(0)

0.5l fir R<Rypund A =0

n+20l2 0.4 0.6 0.8 1

p="3 p=n

Abbildung 2.12: Lage der Beispiele beziiglich der numerisch berech-
neten Nichtexistenzschranke Ry(t) fir A = 0 aus dem Satz 2.7.

| |oo —OxI)
2-1.5-1-0.5 0.5 1
(a) p=2,q
3 -15-1-0.5 0.5 1 3 -1.5 -1 -0.5 1
A A
(b) p=2.2,q = 2,2.2,2.4

Abbildung 2.13: Beispiele fiir den Grenzfall mit R =3,n =4
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-0.2 0.20.40.60.8 1

6
| loo -0z

5 0.25

4 0.2 Tk
3 0.15 Hi
2 0.1
1 0.05 |

0.8 1 ')\ 0.20.40.60.8 1

A
(b) p=3.4,q=32,3.4,36

Abbildung 2.14: Beispiele fiir den Grenzfall mit R =3,n =4
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2.9 Numerische Losungen in grossen Kugeln

Die Frage beziiglich Existenz und Nichtexistenz von Losungen fiir das Pro-
blem (2.2) in grossen Gebieten mit A < 0 ist offen (siehe auch Abbildung
2.4 fiir den Fall p = 2 ). Bandle und Benguria haben fiir die Dimension
n = 3 als erste das Auftreten von positiven numerischen Losungen in gros-
sen Kugeln beobachtet (sieche [4]). Aus dem Satz 2.18 folgt, dass fiir den
p-Laplace-Beltrami-Operator das Gebiet €2 geniigend gross sein muss, da-
mit diese Losungen beobachtet werden konnen. Wir verwenden die in Ka-
pitel 3 beschriebenen numerischen Methoden um die Situation zu untersu-
chen. In den folgenden Abbildungen sind daher Naherungslosungen und
N#herungslosungspfade zu sehen, die wir jedoch der Einfachheit halber als
Losungen und Losungspfade bezeichnen. In der Abbildung 2.15 sind fiir die
Dimension n = 3,4, 5 Losungspfade in Abhéingigkeit von (A, | |s), (A, u(0))
und (A, —0,I)) zu sehen. Um die Struktur der Losungen (siehe z.B. Abbil-
dung 2.16) hervorheben zu kénnen, fithren wir die folgende Bezeichnung ein:
Losungspfade von Losungen mit £ Maxima bezeichnen wir mit By und sol-
che mit k¥ Minima mit B_j. Die Losungskurven der Minimierer bezeichnen
wir mit By. Die Existenz der By Losungen wurde in den vorangegangenen
Kapiteln eingehend diskutiert.

Mit uy bezeichnen wir eine Losung von (2.10) fiir ein festes A < 0. Fiir
A < 0 ist die Konstante |A|'/(?" =9 eine schwache Losung der Differenzialglei-
chung —Apgnu — Aud™t = uP"~1 auf ganz S™ ohne Randbedingung. Diese
Losung hat drei interessante Eigenschaften:

1. Betrachtet man die Losungspfade in Abhéngigkeit von (\,]| - |o), SO
gilt fiir A < 0: |uyloo > |AY® 9. Der Beweis ist einfach: Sei
zo € Q so, dass up(zo) = |up|eo gilt. Dann folgt 0 = Apuy(zo) +
Ay (20)07 1 4 up(20)? ™1 < FAun(20)7 ! + up(20)P L. Daraus erhal-
ten wir wy (o) > |A[V/ @ —9),

2. Fiir die Losungspfade in Abhéingigkeit von ug = u(0) kénnen wir die

folgende Beobachtung machen: Die konstante “Losung” \)\]ﬁ trennt
die Losungspfade By und B_j, fiir £ > 0.

3. Die Parameterwahl (A, —0)I)) ist fiir die Darstellung von Losungs-
pfaden ebenfalls interessant, siehe dazu [36]. In unserem Fall gilt
—O\I\(u) = 1/q [ p"|u|%dz. Fiir die konstante “Losung” erhalten
wir

N 1
OB ) = S [ .

Aus dieser Beobachtung und den numerischen Berechnungen kénnen wir die
folgende Vermutung formulieren:
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2.9. Numerische Losungen in grossen Kugeln

Vermutung 2.49 Sei uy eine Lisung von (2.2) mit ¢ = p, dann existiert
eine Konstante 0 < C(2) < %fgn pdx so, dass

1 _p_

/ prubdr < C(Q) |\ — )\]P*pfp.

PJa

Fir den Fall ¢ # p ist das Wachstum von —O\I) beschrinkt durch eine

Kurve mit Wachstum in der Potenz |\ o

Das Auftreten der Losungen By mit k > 0 ist nicht von der Nichtlinea-
ritdt w?" ~! abhingig. In der Abbildung 2.19 sind Beispiele fiir eine sub-
kritische, kritische und superkritische Nichtlinearitéit u® der Differenzialglei-
chung —Apgnu— Au?™! = u¥~! zu sehen. Im subkritischen Fall (Abbildung
2.19(a)) mit s = 5 < 2* existiert zudem fiir alle A < A; ein positiver Mini-
mierer By. Die letzte Abbildung 2.19(c) zeigt den superkritischen Fall mit
s = 7. Die Losungen B bleiben erhalten. Hingegen kénnen fiir das Bei-
spiel numerisch keine Losungen B_j gefunden werden. Fiir das Verhalten
der Losungen By sind in der Abbildung 2.21 noch weitere Beispiele in den
Dimensionen n = 3,4 und 5 fiir den superkritischen Fall zu sehen.

Betrachtet man die Losungspfade in Abhéngigkeit von (A, —0x1)) im
kritischen Fall, so zweigen die Losungspfade B_; aus den Losungspfaden By,
(siche Abbildung 2.15, numerierte Punkte). Im subkritischen Fall existieren
die Losungspfade B_j fiir alle A < 0, wohingegen im superkritischen Fall
in den zu sehenden Beispielen keine Losungen gefunden werden kénnen. Es
besteht die folgende Vermutung;:

Vermutung 2.50 Wir betrachten die Losungspfade in Abhdngigkeit von (X,
—0\I). Dann gilt:

1. Im subkritischen Fall haben wir eine Verzweigung der Losungspfade
B_ aus den Lisungspfaden By im Unendlichen.

2. Im kritischen Fall verzweigen die Lisungspfade B_j aus By in den
Punkten ()\i’Z,uAi,z) mat )\,16’2 > —o0, wobei die Lisungen UAIIC,Q € B_;
gegeben sind durch

u)\i,z = Uki’z + kas(O)

mit vy12 € By, § ein Diracmass und vy, > 0.
k

In der Abbildung 2.18 sind Beispiele zum zweiten Punkt der Vermutung
zu sehen. Die Numerierung der Losungen entspricht der Numerierung der
Punkte in den Losungspfaden der Abbildungen 2.15(a) und 2.15(b).

Fiir den superlinearen Fall sowie den sublinearen Fall kénnen ebenfalls
Losungen fiir das Problem (2.2) in grossen Gebieten mit A < 0 berechnet
werden. Die Losungspfade sind wieder mit Bix, k& € N bezeichnet. In der
Abbildung 2.20 ist jeweils ein Beispiel zu sehen. Im sublinearen Fall hingen
die numerischen Losungen der Losungspfade B_j sehr stark von ¢ und dem
Radius R ab.

77



Kapitel 2. Das Brezis-Nirenberg-Problem auf der Sphére
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(a) n = 3, die Losungen zu den Punkten I - 6 sind in der Abbildung 2.18(a) zu
sehen.
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(b) n =4, die Losungen zu den Punkten I - 4 sind in der Abbildung 2.18(b) zu
sehen.
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Abbildung 2.15:
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2.9. Numerische Losungen in grossen Kugeln

.5 2 2.5 3

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3

1.5 A= 15 A=—20
1 1
0.5 0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung 2.16: Losungen in den #-Koordinaten fiir n = 3, R = 25,p =
q = 2, skaliert mit |\|~1/4.

P \

051 1.5 2 253

Abbildung 2.17: Die Losungen By, k > 0 treten fiir ein festes A paarweise
auf (siehe auch Abbildung 2.16 linke Spalte). Das Beispiel zeigt die
Abhéngigkeit der Bs-Losungen von A (in den §-Koordinaten, fiir n = 3,
R =25, p = q = 2, skaliert mit |)\|_1/4). A~ —11.4 ist das maximale A
auf Bs (vgl. Abbildung 2.18(a)).
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3
(a)n=3

1) 2)
3 A=-31

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3
(byn=4

Abbildung 2.18: Lésungen uiy,; € Big mit j = 1,2 in den §-Koordina-
ten fiir R = 25,p = ¢ = 2, skaliert mit |\|~%/(2"=2),
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Abbildung 2.19: Losungspfade fiir R = 3,n = 3, p = ¢ = 2 mit verschiedenen

Nichtlinearititen us~!.
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Abbildung 2.20: Losungspfade fiir den sub- und superlinearen Fall

mit n =4,p=2und R =6.

Abbildung 2.21: Loésungspfade fiir p = 2,g = 2,s = 2* + 1 und
R =3.
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2.9. Numerische Losungen in grossen Kugeln

Fiir den p-Laplace kénnen ebenfalls Losungen in grossen Gebieten be-
rechnet werden. Im Folgenden ist ein Beispiel fiir n = 4,p = ¢ = 2.5 und
R = 25 zu sehen. Aus der Abbildung 2.22(a) geht hervor, dass das Ein-
deutigkeitsresultat der Bp-Losungen fiir p = 2 in geodétischen Kugeln im
Fall p # 2 nicht erwartet werden kann. Weitere Beispiele fiir Losungen mit
einem grossen Wert fiir p sind in der Abbildung 3.2 zu sehen.

"|oo

Uo |A1 — )\|p*pfp _a)\l)\
! :II.O ! |10 5
- .
\ | \ | ~~
\‘ E 8 \‘ I: 8 \\\ \ 4
| | L
\ | | ! N
Ve B_i ik W3
\ | \ | N
\ | \ | N\
Vo o N
[ Vool N
________ ol Vol \2
~~~~~~~~~~~ Vo Vo
4 v 1|Bo A
______________ ™ |)\ P*—p o !
[ \\\ ! T e \ l. ,',1
Y T /
A I _l_g_l._-————:f} ______________________ é/" j\
-20 -15 -10 =5 -20 -15 -10 -5 -20 -15 -10 -5
A A A

(a) Losungspfade fir n = 4,p = ¢ = 2.5 und R = 25. Die Losungen in den
Punkten I € 2 sind unten zu sehen.

3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5 1 1.5 2 2.5 3
(b) Losungen u+1; € Bii mit j = 1,2 in den 6-Koordinaten, skaliert mit
wfl/(p —P)

Abbildung 2.22: Beispiel mit n =4,p = ¢ = 2.5 und R = 25.

Bemerkung 2.51 Die Struktur der Losungen kann im Allgemeinen wie
folgt beschrieben werden (vergleiche auch Abbildung 2.18):

Uyl — U2
U1 UL F UL U2

Uzl < U2+ Ul U3 2

Uk 1 = Ug—12 + UL, 1= U2
Uk41,1 = U2 + UL 1 Uk41,2
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Kapitel 3

Numerische Methoden

3.1 Strategie

Wir suchen numerische Naherungslosungen fiir das Problem (2.2). Da wir
insbesondere an Naherungslésungen fiir n > 3 interessiert sind, beschréinken
wir uns auf rotationssymmetrische Losungen in einer Kugel Q@ = Bpg(0).
Gesucht sind daher Naherungslosungen u(r) des Randwertproblems (2.10).

Sei u(r) eine Losung von (2.10) und ug = u(0), dann 16st u(r) = u(r; uo)
das Anfangswertproblem

(I (P2 (1) = A R = 2
fir r € (0, R

, SN CRY

u(0)

u(0) =

0
ug > 0.

Das Anfangswertproblem hat fiir jedes ug > 0 und r klein eine eindeutige
Losung (siche Bandle et al. [6]). In einem ersten Schritt werden wir nu-
merisch die Abhéingigkeit von R = min{r € R : u(r;ug) = 0}, sofern eine
erste Nullstelle existiert, vom Anfangswert ug studieren. Daraus erhalten
wir fiir einen festen Radius R eine Approximation der Anzahl rotations-
symmetrischer Naherungslosungen von (2.10). Die zu einem gegebenen R
gehorige Approximation von ug wird benutzt, um mit einer Schiessmethode
das Randwertproblem (2.10) numerisch zu lésen. Im zweiten Schritt sol-
len die Ndherungslosungspfade in Abhéngigkeit des Parameters A\ berechnet
werden. Dies werden wir mit einer finite Elemente Methode und der Newton-
Iteration machen. Fiir die Konvergenz der Newton-Iteration ist eine gute
Approximation einer Naherungslosung des Randwertproblems notwendig.
Die Losung aus der Schiessmethode ist dazu geeignet.
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3.2 Schiessmethode

Anzahl Lésungen

Da das Anfangswertproblem (3.1) eine eindeutige Losung fiir r klein hat,
héngt die Funktion

R(ug) = min{r € R" : u(r;ug) =0}, falls erste Nullstelle existent,
71 400 anderenfalls,

im Fall, dass eine erste Nullstelle existiert, stetig von ug ab. Fiir Details
sei auf die Arbeit Bandle et al. [6] verwiesen. Aus dem Bild R = {R(uo) :
up € [0,00)} ist ersichtlich, wie viele rotationssymmetrische Losungen des
Randwertproblems fiir ein festes R existieren. Praktisch l6sen wir das An-
fangswertproblem (3.1) mit Hilfe einer Runge-Kutta Methode vierter Ord-
nung, mit Fehlerschétzer fiir die Kontrolle der Schrittweite (sieche Schwarz
[39], Seite 388). Wir brechen die numerische Berechnung ab, falls u(r) < 0
oder r grosser als ein gegebenes 1,4, ist. Ein Beispiel ist in der Abbildung
Tmaz20
351 |1 2 3 4 s L

3.1 zu sehen.
R(UO)

R=33 L%
30+t

25¢

"B

Bs

B7
20f

15¢

10+ B,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Yo

Abbildung 3.1: R(ug) fir n = 5,p = ¢ = 4,A = —10. Die Anzahl
Losungen fiir ug € (0,1) mit R(up) = 33 betrdgt 16. Die Beispiele 1-8
werden in der Abbildung 3.2 gezeigt.

Losungen des Randwertproblems

Mit u(r) = u(r;ug) bezeichnen wir eine Losung des Anfangswertproblems
(3.1). Das numerische Problem ist gegeben durch: finde uy € R so, dass

u(R;up) = 0.
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1.211 Ao122 A 2 9 A
0.8 \/ \/
0.4
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1_')4 A\ 1_’)5 \//\
0.8/ \/ 8
0.4
1 2 3 1 2 3
7 8
.2 A 1.
8 .8 0
.4 0
1 2 3 1 2 3

Abbildung 3.2: Losungen in den #-Koordinaten fiir n = 5,p = g = 4,
A= —10 mit R = 33

Mit Hilfe der Newton-Iteration berechnen wir den numerisch exakten Wert
ug 8o, dass u(r) eine Nidherungslosung von

—(pn_p’r‘n_l|ul(7‘)|p_2u,(’l“))/ _ )\pnrn—1|u|q—2u — pnrn—1’u|p*_2u

fiir r € (0, R) (3.2)

fiir ein festes R ist, wobei wir in dem Fall der Einfachheit halber fiir die nu-
merische Ndherungslosung auch Vorzeichen wechselnde Losungen zu lassen
(wir ersetzen daher die Terme u*~! durch |u|*~2u). Die Newton-Iteration
fiir ug ist gegeben durch

i i 0 i - i
u0+1 = uf — [auou(R;uo)} u(R;ug).

Um die Ableitung aiuou(R; u) zu berechnen, 16sen wir die Differenzial-

gleichung fiir v(r) = 8%0”(7"? ul), gegeben durch

— (" P p = V)] ()P (1) = A" (g = Dul e
=P (p" = D[uf”" v fir r € (0, R)
v'(0) =0
v(0) = 1.
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Durch die Substitution

T = pn—prn—1|u/|p—2u/

yi= " p = D) ()
in der Gleichung (3.1) und (3.3) erhalten wir ein Differenzialgleichungssys-
tem erster Ordnung:

(3.4)

u'(r) = sign(x) (p”_pr"_l)_p%l \x|P%1 u(0) = ug
x'(r P (A w720 + |ulP 2 z(0) =
(r) = (Alu|Tu + |ul ) 0)=0 (3.5)
v'(r) = ( n— prnfl)*pfl m*;ﬁy v(0) =1
y'(r) = —P”T” YA = D)ul? + (p* = 1)[ul"?)v y(0) = 0.

In jedem Schritt der Newton-Iteration bendtigen wir u(R; uj) und 8%Ou(R; ub).
Da wir eine Runge-Kutta Methode mit flexibler Schrittweite benutzen, l6sen
wir das Differenzialgleichungssystem (3.5) bis r > R ist und interpolieren
dann zwischen u(rp41;ud) und u(rp;ud), um u(R,u)) moglichst genau zu
erhalten. Den Wert fiir a%Ou(R; u}) erhalten wir auf die gleiche Art und
Weise. Das Differenzialgleichungssystem (3.5) ist in 7 = 0 singuldr. Fiir den
ersten Schritt der Runge-Kutta Methode werten wir daher nicht die rechte
Seite des Systems (3.5) aus, sondern benutzen die Anfangswerte «/(0) = 0
und v'(0) = 0.

3.3 Keller-Methode

Als Nichstes sollen die verschiedenen Losungszweige in Abhéngigkeit von A
fiir ein festes Gebiet berechnet werden. Dazu verwenden wir lineare finite
Elemente und die Newton-Iteration. Wir suchen schwache Lésungen u €
WLP([0, R],u(R) = 0) =: WP von (3.2). Daher Losungen die der Gleichung

R
/ PP PR o — N | 2 pdr
0
R ) (3.6)
2/ P HulP" Pupdr Vo € C°([0, R, p(R) = 0)
0
geniigen. Sei G : WP x R — (WP) definiert durch
R
G(u, \)[¢] ::/ PP ! PR o — N | 2 pdr
0

R
- / P ufP P pdr,
0
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3.3. Keller-Methode

wobei (W1P) den Dualraum von W' bezeichnet. Anstelle von (3.6) benut-
zen wir die dquivalente Formulierung: finde u € WP so, dass G(u, \) = 0
in (W1p),

Mit I' bezeichnen wir einen Losungspfad I' = {(u, \) : G(u, A) = 0}. In
singuléren Punkten, das sind Punkte in denen die Fréchet-Ableitung von
G, singulir ist (als Beispiel siehe Abbildung 3.3), kann die Fortsetzung von
I’ fehlschlagen oder Probleme bereiten. Um diese Probleme bei einfachen

Whpy

einfacher
Umkehrpunkt

T Mimit ;

NG
>

)‘\limit A

Abbildung 3.3: Beispiel fiir einen singuléren Punkt

Umkehrpunkten zu umgehen, miissen wir eine geeignete Parametrisierung s
von I'(s) wihlen. Mit einem zusétzlichen Parameter s € R kénnen wir eine
Nebenbedingung N : WP x R? — R einfiihren. Anstelle von G(u,\) = 0
16sen wir

G(u,\) =0

N(u, A, s) =0. 3.7)

Wir werden N so wihlen, dass s eine Approximation der Bogenldnge auf
einem Losungspfad ist.
Seiz € X= (W ([0,R]) x R) und P : X x R — X’ mit

z=(u,)), P(z,s)= < ]C\JZ((Z’,?, s) > 7

dann ist ein Losungspfad I" von (3.7) gegeben durch z(s) = (u(s), A(s)) mit
P(xz(s),s) = 0. Zudem erfiillt & = dg{;—i‘s) auf einem glatten Losungspfad die
Gleichung

A(s) - i(s) = — ( ?v s ) (3.8)

mit
([ Gulw, ) Gi(w, )
Als) = ( Nu(u, A, s) Ni(uWS) )
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Sei (ug, Ao) eine Losung von (3.7) und (4, Ag) erfiille

G (g, Xo)tio 4+ G (ug, Ao) Ao = 0,

. | (3.9)
HUQHP + ‘)\0‘2 > 0.

Dann bezeichnen wir (ug, \g) als eine regulire Losung (Punkt), falls zusétz-
lich die Fréchet-Ableitung Gy, (ug, A\g) nicht singulér ist. Wir nennen (ug, Ao)
ein einfacher Umkehrpunkt, falls (3.9) erfiillt ist und anstelle von “G., (ug, Ao)
ist nicht singulér” gilt:

dimN(Gu(uo, )\0)) = codimR(Gu(uo, )\0)) = 1,
G (uo, Ao) € R(Gu(uo, Mo)),

wobei R den Bildraum und A den Nullraum von G, (ug, Ag) bezeichnet.
Als Parametrisierung benutzen wir eine Pseudobogenlidnge, welche von
Keller [32] eingefiihrt wurde: Sei (ug, Ao) ein reguldrer Punkt auf I' und

(3.10)

1, ., 1.
N(u, A, 5) = (i (s0), [uls) = ulso)]) + 5A(50)[A(s) = Also)] = (s = s0),
wobei u*(sg) € (W'P)" das duale Element von (sg) ist. In [32] beweist
Keller den folgenden Fortsetzungssatz iiber regulire Punkte und einfache
Umkehrpunkte mit Hilfe dieser Parametrisierung:

Satz 3.1 (Keller) Sei (ug, \o) ein regulirer Punkt oder ein einfacher Um-
kehrpunkt und G(u, \) besitze zwei stetige Ableitungen in einer Umgebung

um (ug, o). Dann folgt mit (u(so), A(s0)) = (uo,A0), (@(s0), A(s0)) =
(g, No) und 0*(sg) wie oben definiert, dass ein eindeutiger glatter Lisungs-
pfad (u(s), A(s)) von (3.7) fir |s — so| < § mit § > 0 geniigend klein exis-
tiert. Auf diesem Lésungspfad ist die Fréchet-Ableitung von P, A(s) nicht
singuldr.

Um #(sp) = (u(sp), A(so)) im reguléren Fall zu berechnen, kénnen wir
die Gleichungen (3.8) benutzen und erhalten

Y= 110/}\0 = —Gu(uo, Ao)flGx(uO, )\0). (3.11)
Fiir die zweite Gleichung von (3.8) erhalten wir dann

%<ﬂ*(80),’d(80)> + %A(SO))‘\(SO) =1

Aus (4" (s0),u(s0)) = [[(s0)||, erhalten wir die nichtlineare Gleichung fiir
A(s0) . _

IA(s0) Pllyl” + A(s0)* = 2.
Nach dem wir A(sg) berechnet haben, folgt aus der Gleichung (3.11) w(so).
Das Vorzeichen von 4(sg) hiangt vom Vorzeichen von A(sg) ab. Daher kann

die Richtung der Fortsetzung mit s < sg oder s > sg kontrolliert werden.
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Um einen Losungspfad I' zu berechnen, benutzen wir N (u, A, s) = 0 iiber
eine Sequenz von Intervallen [sg, s1], [s1, s2], . . . Die Newton-Iteration konver-
giert in den jeweiligen Intervallen [si11, sk, falls |sg+1—sk| < 0 (u(sk), A(sk))
geniigt, wobei d;, der Konvergenzradius aus dem Satz 3.1 sei. Der resultie-
rende Losungspfad ist daher nur stiickweise glatt in s, mit Knickunstetig-

keiten in der Richtung des Tangentenvektors (4(sg), A(sk)) -
Algorithmus: Sei sg = 0.

e initialisiere zg regulédr ~» O

o fork=1tom

— berechne g

— while |s| < 0k, berechne Losungen fiir unterschiedliche Werte
von § ~ x

— setze ein neues reguléres xg ~» O

~» siehe Abbildung 3.4.

7
T
[RNIEY %6
)
() ;
{s0)
S0 % L
4
5 53 Soh
01
3
71N z Sg)
Qo) )\’

Abbildung 3.4: Keller-Methode

91



Kapitel 3. Numerische Methoden

Situation auf der Sphire

Fiir das Problem (3.2) sind die Eintréige des Operators A(s) gegeben durch

R
Gu(’LL, )‘)[w7 90] — (p _ 1)/ pn—prn—llu/|p—2¢/ QD/dT
0
R R ]
SNa= D) [l pdr = = 1) [ e,
0 0

R
Gmwmmz—/“MW*w“%ww
0

und
1 R n—p,.n—1|-/ -2/ /
Nufw Xl =5 [ o i o) il (s
Ny(u, A\, s) = %}\(30),
wobei
N, A, 5) = 5 (0 (s0), [(5) = u(s0)]) + 5A(50)[A(5) = Aso)] = (s = 50)
— 1 f n—p,.n—1,/ p—2,/ ! !
5o 0 o) 0 (s) = o (s
+ M0 AS) = Also)) — (5 = s0)

Sei V. WP der endlich dimensionale Unterraum der linearen finiten
Elemente mit dimV = N + 1. Sei 7 eine Zerlegung des Intervalls [0, R] so,
dass mehr Stiitzstellen bei null vorhanden sind (als Beispiel siehe Abbildung
3.5).

20

15
.
10
.
5 ...
eoo®

...... .-.00000000000’
0.5 1 1.5 2 55 3

Abbildung 3.5:  Verteilung der
Stiitzstellen in den r, -Koordinaten

Sei {p;}I¥, eine lineare finite Element Basis von V. @ € V ist dann
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3.3. Keller-Methode

gegeben durch a(r) = Zj’vzo Ujpj, U € RVFL Sei
f 1 2
g = [ S U2ty
k
R
(B)i :/ P Y Unpnl® % i pjdr
0 e
R
(Ciyj = / PP Y Ul % pjdr
0 k
R
Dy = [0 U so)h 2l
k

Im Unterraum V ist die finite Element Diskretisierung A von A gegeben
durch

[(p -DA-XNg¢-1)B—(p*-1)C

)

s

L {(s0)" - D | 1A(s0)
und fiir die finite Element Diskretisierung P von P erhalten wir
~ (A—=XB-C)-U
P(a,s)=1| |. . Lk .
7U(s0)" - D - (U = U(s0)) + 3A(s0)(A = As0)) — (s — so)
Die Newton-Iteration ist gegeben durch
P =3 — AE", )T P(E", 8).

Den ersten Punkt Zy auf dem N&herungslosungspfad berechnen wir mit
der Newton-Iteration, wobei wir als Startwert die N#herungslosung aus
der Schiessmethode verwenden. In jedem Teilschritt miissen die Matrizen
A, B, C neu berechnet werden. Der Vektor U(sg)” - D ist konstant.

Numerische Berechnungen im Grenzbereich der Existenz

Numerische Resultate miissen im Grenzbereich der Existenz sorgfiltig in-
terpretieren werden. Im folgenden Beispiel (Abbildung 3.6) ist R ~ Ry, das
numerisch berechnete Ry aus dem Satz 2.7. Fiir A < 0 kann in der L*°-Norm
keine Konvergenz beobachtet werden. —d)I strebt in dem Bereich gegen
null.
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4096 - 10 | . |oo —O\Iy
2048 . '8
1024 <. )
512 N8
256 -
128 Q*
2
-0.2 0 0.2 0.4

Abbildung 3.6: Losungszweige fiir R = 3, n = 4, p = ¢ = 3, mit
unterschiedlicher Anzahl Stiitzstellen N = 128, 256, 512, 1024, 2048, 4098
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Anhang A

Substitution auf konformen
Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten die partielle Differenzialgleichung
nt2

—Apqu — Mt = yn—2 (A1)

auf einer konformen Mannigfaltigkeit M. Mit Hilfe der stereographischen
Projektion in den euklidischen Raum R"™ erhalten wir die Differenzialglei-
chung

n+2

—pfndiv(p"72Vu) — it =qyn2, (A.2)
Mit u = g v folgt fiir div(f Vu)
div(fVu) =V f -Vu+ fAu
=(fAg+Vf-Vgv+ (gVf+2fVg)Vv+ fgAv
=div(fVg)v+ (gVf+2fVg)Vv+ fgAv.

Um den Vv-Term zu eliminieren, muss
(gVf+2fVg) =0

erfiillt sein und somit

LAY Y

2 f g
Im Fall f = p"~2 erhalten wir die Gleichung
n=2Vp_ ¥y

2 p g

und mit g = p_nT_Q eine Losung. Fiir den Ausdruck div(f Vg) erhalten wir

2
div(fVg) = —div (”2pz4vp>

- A (p"T‘Q)_
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Mit Hilfe der Differenzialgleichung fiir die skalare Kriimmung K

n—2 n—2 nt2

erhalten wir fiir die partielle Differenzialgleichung (A.2)

n - 2 n— n= n—2
—p " L - h Kp "7 v —Ap D550t = p= 5% ynss,
Es folgt das Lemma:

n—2

Lemma A.1 u=p~ 2 v geniigt der Gleichung (A.1), wobeiv eine Losung
der partiellen Differenzialgleichung

n—2 n—2 n+2
—Av— — K pPo— Ap 1T 0 = 2 A4
VT fmo A v (A.4)

15t.
Beispiele konformer Mannigfaltigkeit mit konstanter skalarer Kriimmung
sind:

R": Kgrn=0 prn = 1

S*: Ksn=n(n-1)  pg =75
H": Kgn=-nn—1) pgn= ﬁ

Lemma A.2 Seiq=2 und M € {R",S",H"}, dann ist die Funktion

n—2

252 (n(n = 2)e?) "7
(2 + |of?) 5"

(A.5)

eine Lisung von (A.2) in R™ mit A =0 im Fall M =R", A = —n(”T_Z) im
Fall M = S™ und X = "2 jm Fall M = H".

Beweis: Direktes Nachrechnen.

O
Zudem gilt
]ueliz* :/ \uE\Q*dx = 53/2 (A.6)
Rn
und
fucl? = | [VucPda = 557 (A7)
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Anhang B

Die Pohozaev-Identitat

Wir betrachten das Problem
—Apu=g(z,u) inQCR"
u>0 inQ (B.1)
u=0 auf 09,
wobei Ayu = div(a(z)|VulP~2Vu) mit 1 <p<nund g: QxR — R eine

Caratheodory Funktion ist. In [21] hat Egnell die wohl bekannte Pohozaev-
Identitét fiir den p-Laplace bewiesen:

Lemma B.1 (Egnell) Seiu € Wol’p(Q) eine schwache Lésung von (B.1),
dann erfillt u die Pohozaev-Identitit

-1 P — 1
i a(x) Ou (ZL‘-Z/)dOZ—/ (n pa—i—:c-Va) |Vu|Pdz
P Joo v a\ P p (B.2)
+ / (nG(x,u) + - VyG(z,u))dz
Q
mit G(z,u) = [ g(x,s)ds und V,G(z,u) = (%G(x,u)) -
Die Identitét (B.2) auf das Problem
—div(a(z)|VulP72Vu) = X b(z)u? ! + c(z)u®™' in QCR?
u>0 in (B.3)

u=0 auf 00
angewendet, fiihrt zu dem folgenden Nichtexistenzresultat:
Korollar B.2 Sei s > 7:‘—_7’1?, z-Va>0, z-Ve<0inQ und

a) fir N\ <0 seiqg<sundb>0, x-Vb>0 inQ oder allgemeiner

<n—%)b+x-Vb>0z’nQ,
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b) fir A\ >0 seiq>sundb>0, x-Vb<0 inQ oder allgemeiner
nq

<n—?)b+x-Vb<0inQ,

dann existiert fiir die Gleichung (B.3) in beziiglich 0 sternformigen Gebieten
keine schwache Losung u € Wol’p(Q).

Ferner erfillt eine schwache Lisungu € Wol’p(Q) von (B.3) die Pohozaev-
Identitdt

p—1 ou|? / n—p n x-Va
p—2 U (2 Vdo = _ "o = Vul?
’ 8Qa 5 (z-v)do A [( » + S)a . }| u|Pdz+

+/Q <)\[<Z — %)b—i— m 'QVb}uq +2Z 'Svcus> dz.

Beweis: Sei u € VVO1 P(Q) eine schwache Losung von (B.3), dann folgt aus
dem Lemma B.1 fiir u die Pohozaev-Identitét

_ P — .
p-l Qu (z-v)do = / (n Pat? Va> |VulPdx
ov Q p p

(B.4)

a
p o0

+/ <n)\buq+ncus> d:v—i—/ <)\(m-Vb)uq+1(x-Vc)uS> dz.
Q\4 s o \4q §

Aus der Gleichung [, a |[VuPdz = [, (Abu? + cu®) dz erhalten wir die Iden-
titét (B.4), womit leicht die Behauptung folgt. O

Korollar B.3 Sei ) beziiglich 0 sternformig, g =p, s=p*, A <0, z-Va >
0, 2-Ve<0undpb+x-Vb >0, dann existiert fiir das Problem (B.3) keine
schwache Losung in Wol’p(Q).

Fiir das Brezis-Nirenberg-Problem auf einer konformen n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M C R"*! gilt der Spezialfall a(x) = p" P und b(z) =
c(z) = p™. Aus dem Korollar B.2 erhalten wir die Pohozaev-Identitét:

o p
])71 n—p @ (.’B X V)dO — _/ |:1(1 + p—lvp . .ZL‘) _ 1:| ]Vu‘l’pn—pdx
np o0 8V Q p* s
1 1 1
+A [(1 +p 'Vpz) - } uip"dz +/ ~(Vp-z)up"tda.
o lg § Qs

(B.5)
Aus dieser Identitéit folgt leicht das Korollar:

Korollar B.4 Sei Q beziiglich 0 sternférmig, A < 0, s > 7:1—_7;, q < s,
a(z) = ", b{) = elx) = p" und

p*
0>V,0-:B><—1>p in €,
S

dann existiert fir (B.3) keine schwache Losung u € Wol’p(Q).
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