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1 Introduction

Dans [Amol] F. Amoroso a introduit la notion de corps proche d’un corps
CM (en abrégé : PC'M). Soit K un corps de nombres et soit I' son groupe de
Q-automorphismes. Suivant [Amol], nous dirons que K est un corps PC'M s’il
existe ¢ € Z[I'] tel que :

I8l R < (K - Q)

Ici ||p||; est la taille de ¢ (ie. si ¢ = Y _d,0 alors [Pl = D 1|0,
Ry = dim(L(K*?) ® R), ot L est le plongement logarithmique et

K* ={8¢c K*t.q. 3a € K* t.q. 3 = a*}.

Remarquons que si K est un corps C'M et j est la conjugaison complexe, alors
Ry_;||1 — j|l1 = 0, en particulier tout corps C'M est PC'M. D’autres exemples
remarquables de corps PC'M sont donnés par K = Q(«), ot « est un nombre
de Salem (voir [Amo2]).

Le probleme de caractériser les corps PC'M se pose ; nous donnons ici une
réponse partielle, en montrant qu’une extension totalement rélle n’est jamais
PCM (corollaire 1).

Soit maintenant £ un entier positif et soient di,..., d € N*. Dans le cas
particulier des extensions abéliennes totalement réelles, le probleme de détermi-
ner les éventuels corps PC'M se traduit, via la correspondance entre caracteres
et racines de ’unités (voir appendice), dans I’existence de polyndmes non nuls
P € Z[zy,. .., x;] de degrés partiels deg, (P) < d; pour tout 1 < i < £, tels
que :

|P|[1Rap < dy...dy

Icid = (di,...,dx), || P]|1 est la somme des modules des coefficients de P et

Rap={w € pg, X -+ X pg, t. q. P(w) # 0}
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(ol 14, est I’ensemble des racines d;-iemes de 1'unité pour tout 1 <7 < k).
F. Amoroso avait conjecturé que pour tout P # 0 dans Z[zq,...,z;|,ona:

|P|l1Ra.p > dy - - dy.

A. Schinzel a ensuite remarqué (communication orale) que méme dans le cas tres

particulier
" —1

"~ 0u(2)

ou n est un entier positif et ¢,, est le n-ieme polyndme cyclotomique (donc, en

P(z) € Z|x]

suivant les notations précédentes, dans ce cas k = 1 et n = d;) cette conjecture
n’était pas évidente.

Ici nous prouvons une version plus forte de la conjecture de F. Amoroso;
plus précisément (paragraphe 2) en utilisant des techniques élémentaires nous
démontrons le :

Théoreme 1. Soit k un entier positif, soit P € Clxy, ..., x| un polynéme non
nul tel que deg, (P) < d; pour tout 1 < i < k et soit Q1p le nombre de coeffi-
cients # 0 de P. Alorson a :

dy...dy

Qp > (D
r Ra.p
Il est clair que la conjecture de F. Amoroso découle de (1). En effet si P €
Zlzy, ..., xy) alors || P||; > Qp car tout coefficient de P non nul est de module
>1.

Remarquons que la minoration (1) est optimale. En effet si /, m sont entiers
positifs tels que [ divise m et si on pose :
™ =1

Gr) =1+ +2%+. . +a2m = T

onadeg(G) <m, Qg =m/let Ry, =1;donc:

m

Rm,G

Qg =
De méme si v est un entier positif pair et si on pose :
H(z)=1-—2"?

on a encore deg(H) < v, Qg = 2et R, y = v/2, en particulier :

v

Qp = .
" Rv,H

Dans le paragraphe 3 , nous généralisons la méthode du théoreme 1 au cas
de groupes non nécessairement commutatifs pour montrer :
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Théoréme 2. Soit G' un groupe fini et soit ¢ = . ¢o0 un élément non nul
de C[G]; notons (2, le nombre des coefficients # 0 de ¢ et R, le rang de I’ap-
plication linéaire

T,: C[G] — C[G]

qui envoie 1 € C[G] sur p¢. Alors on a :
QR > |G).

Le théoreme 2 permet de répondre en toute généralité a la question de 1’exis-
tence de corps PC'M réels :

Corollaire 1. Tout corps totalement réel n’est pas PC' M.

Remerciements. Je tiens a remercier B. Angles et B. Leclerc pour leur aide
lors de la réalisation de cet article. Je tiens également a remercier P. Gillibert pour
ses intéressantes remarques, et C. Pontreau qui a relu une version préliminaire
de ce travail.

2 Preuve du théoréme 1

Puisque deg, (P) < d;, pour tout 1 < ¢ < k, nous avons :

di—1 dip—1

P(x):Z-o-ZPhth(C[xl,...,xk. (2)

h1=0  hi=0

Montrons tout d’abord, pour tout 1 € Z¥, I’égalité :

1 _
R=- ) wPWw) 3)
Wepa
ouonaposé d:= dy---dyet pug = g, X -+ X pg,. D’apres (2), pour tout

w € lg,ona:

Il vient :

= éz_z > P (4)

hi=0  hp=0Wepnq
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Soit maintenanth € Z*. Sih =lonaw™ 1= 1let:

1
y Z Pw' =P (5)

! > Puw™=0. (6)

Des relations (5) et (6) il vient :

di—1  dp—1

[PIEDID IR

h1=0 hr=0 WeEuq
d’ou I’égalité (3).
Choisissons maintenant M € Z* tel que pour tout vecteur h on ait | Pyg| >
| Py Par la relation (3) on a :

Py = é > wMP(w).

Wepa

Donc : ] ]
[Pal <5 D [WMPw) =5 > |P(w)]. @)
Wepg Wepg
En rappelant que, par définition, Rq p est le nombre de w € pgq tels que P(w)
est non nul et en observant que

|P(w)| < Qp|Pum|
(car |wh| = 1 pour tous w et h), par la relation (7) on obtient :
1
| Pm| < EQP|PM|Rd,P- (8)

Puisque par hypotheése P est non nul, P,y # 0 et donc on peut diviser les
membres de la relation (8) par | Pyg|. On obtient alors le résultat souhaité. U

3 Corps totalement réels et algebres sur groupes
finis

Comme déja annoncé, dans ce paragraphe on montre que tout corps totale-
ment réel n’est pas PC' M.

Lemme 1. Soit K un corps de nombres et soit I' son groupe de Q-automorphismes ;
notons L la clotiire galoisienne de K et posons G := Gal(L./Q). Alors, en uti-
lisant les notations du paragraphe 1, pour tout ¢ € Z[I'] il existe 1p € Z|G]| tel

que :
1Ylh Ry 9l By

[L:Q] ~ [K:Q
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Preuve. Soit ¢ = > . ¢,0 € Z[I']. Pour tout ¢ € I' choisissons un
€lément o € G tel que o coincide avec o sur K. Notons ¢ 1’élément :

6= .0 €Z[G].
cel
Soit maintenant Hyx =Gal(L/K) et posons N = > . oety = oN. 11

est alors évident, par construction, que R, = R,. De plus, puisque ||¢||; = 16l
et [Nl = |Hk

= [L : K], nous obtenons :

ol < > ol

O'GHK

= [[o[l[L : K].

Donc, en observant que [L : Q] = [K : Q|[L : K] et que R, = Ry, onen
déduit :

[ Ry _ 6l RolL : K]
L:Q = [L:K[K:Q)
_ lIglRe

K:Q

0

Lemme 2. Soit K/Q une extension galoisienne finie de Q totalement réelle de
groupe de Galois G. Alors, en utilisant les notations du premier paragraphe,
pourtoutp =y _~p,0 € L[Glona: Ry = Ry.

Preuve. Puisque K est, par hypothese, un corps totalement réel, les places
infinies de K sont exactement les éléments de GG. Donc, pour tout & € K*, nous
avons :

L(a) = (log|afu)ue = (log|a”|)seq-
0 Soit L4 I’endomorphisme linéaire de £ (K ™) @ R définie par :

Ly((log |a]); ® ¢) = (log |a”]), @

pour tout € K* et ¢ € R. Puisque I'image de L, coincide avec I’espace
L(K**) ® R, le rang de L, est égal a Ry.

Rappelons maintenant que ¢ est un élément de Z[G]. La multiplication a
droite par ¢ est donc un endomorphisme linéaire de Q[G] et, par simples argu-
ments d’algebre linéaire, on obtient que la dimension du noyau de tel endomor-
phisme est égale a dim(ker(7};)) (on a utilisé la notation du théoreme 2 ot est
défini Ty comme I’endomorphisme linéaire de C[G] qui agit sur les éléments de
C[G] en multipliant a droite par ¢). Par ailleurs, une famille d’éléments de Z|G]
étant Z libre si et seulement si elle est QQ libre, nous obtenons que dim(ker(7))
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est égal au rang du sous-module de Z[G] des éléments A tels que A¢ = 0. Notons
maintenant n = dim(ker(7})) et soit C' un ensemble de cardinalité maximale
d’éléments \; = ) __. A0 € Z[G] indépendants sur Z tels que \;¢ = 0 pour
tout 1 <4 < n. Remarquons alors que £(K*?) ® R et

Vi={xeL(K)ORLQ > Nz, =0Vi}

ceG

coincident. En effet pour tout o € K* nous avons (log |a*i¢

) = 0 pour tout 1 <
i < n.Donc V contient L(K*?) @ R. L’autre inclusion découle de la maximalité
du cardinal de C. Par ailleurs, puisque les éléments \; sont indépendants pour
tout 1 < i < netn = dim(ker(7})), on obtient :

Ry = dim(L(K**) @ R) = dim(V) = |G| — dim(ker(T})) = Ry.
0

Le lemme 2 nous dit que le rang Ry de L(K?) ® R est égal au rang }N%¢
de I’endomorphisme 7}, de C[G] qui envoie ¢ € C[G] sur 1)¢. On notera donc
également dans la suite 12, le rang de 7.

Le lemme suivant est le dernier résultat nécessaire pour la preuve du théo-

reme 2.
Lemme 3. Soient n,r entiers positifs et soient Uy,..., U, matrices unitaires
d’ordre v X r a coefficients dans C. De plus soient \1,..., \, € C et posons

M=5%" \NU.Alorsona:

Tr(a)] < (Z ) o)

ouTr(M) estla trace de M et R(M) son rang.

Preuve. Puisque la trace de M est égal a la somme de ses valeurs propres et
le rang de M est égal au nombre de ses valeurs propres non nuls (toute valeur
propre est comptée avec sa multiplicité algébrique), si i est une valeur propre de
module maximum on a :

Tr(M)| < |p|R(M).

Il suffit donc montrer I’inégalité :

ul <INl
i=1

Par hypothese pour tout 1 < ¢ < n les matrices U; sont unitaires. Donc, en
considérant la norme ||.|| induite par le produit scalaire standard de C”, on a,
pour tout v € C”

[Ui(0) ]| = ||v]].
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Soit maintenant w un vecteur propre de M de norme 1 associé au valeur propre
(. On obtient :

|l = [|M (w)]]

= | Z/\iUi(w)H

< INUi(w)|
i=1

=l
i=1

0

Avant de terminer ce paragraphe avec la preuve du théoreme 2 et du corol-
laire 1, rappelons quelques propriétés des C-algebres sur groupes finis.

Soit G un groupe fini, soit Irr(G) I’ensemble des caractéres irréductibles de
G et considérons la C-algebre C|G]. La théorie des représentations (voir [Isa],
Chapter 1) nous dit que

clel= 6 W 9)
Xx€Irr(G)
ou I, est un espace vectoriel sur C de dimension y(1) et un idéal a droite de
C[G].

Soit maintenant ¢ € C[G], considérons I’endomorphisme 77, précédemment
défini (par exemple voir I’énoncé du théoreme 2 dans le premier paragraphe).
Puisque pour tout caractere x I’ensemble 7, est un idéal a droite, la restriction
T\ de Ty a I, est une application de [, dans /,. De plus si 12, désigne le rang
de Ty et R, 4 celuide T} 4, par (9) ona:

Ry= Y Xx(1)Ryge (10)
x€lrr(G)

Preuve du théoréme 2 . Soit ¢ = > __ . ¢,0 un élément non nul de C[G],

ol =" |esl.

ceG

posons

Pour tout 0 € G on a ||¢||; = ||¢o|l1, Ry = Reo et 0y = Q4 (rappelons que
nous avons changé notre notation apres le lemme 2 en posant R4 = I2,). Nous
pouvons donc supposer |¢1| > |¢,| pour tout o € G. Par conséquent

[6llr < Qo]

Définissons maintenant le nombre complexe

Bo= > x(1)) ¢ox(0).

X€lrr(G) oeG



Démontrons tout d’abord que :

|Bo| < [|0]]1 Rs-

Soit x € Irr(G) et fixons une base B, de I,.. Pour tout ¢ € C[G] nous pouvons
associer a I’application linéaire 7, , € End(l,) qui envoi a € I, sur o), la
matrice M, ,, de T} ., dans la base B, .. En particulier pour tout o € G'les matrices
M, , sont bien définies. De plus

M, 4= Z Go M,y .
ceG

Par définition de caractere, y (o) est la trace de la matrice M, , ; en outre les
matrices M, , sont unitaires car 7} , est d’ordre fini. On peut donc appliquer le
lemme 3 a la matrice M, 4, ce qui nous donne :

1D 9ax(9)] = ITr(My )| < ||l Ry

oeG

Par cette relation et par (10) on a :

Bl < D (1)

x€lrr(G)

> ox(o)

ceG

< [lolls B (11)

Calculons maintenant la valeur de 3, a I’aide des lois d’orthogonalité entre
les colonnes des tables des caracteres (voir [Isa], (2.13) Theorem et (2.14) Co-
rollary)

Bo= > x(1))_ dox(o)

x€lrr(G) oeG

=> 65 > xlo)x(1)

oeG X€EIrr(G)

= ¢1|G|-

On en déduit :
[Bl[1 Ry > |01]|G

et, puisque 2y|d1] > ||¢]|1 et ¢1 # O car ¢ est non nul, on obtient le théoreme.
[

Preuve du corollaire 1 . Soit & un corps totalement réel. Puisque par le
lemme 1 si un corps est PC'M alors sa clotlire galoisienne est PC'M, on peut
supposer 1’extension K /Q galoisienne. Notons alors G le groupe de Galois de
K/Q et soit ¢ un élément non nul de Z[G]. Par le lemme 2 la dimension R, de
L(K?) ® R est égale au rang de 1’endomorphisme de C[G] qui envoi 1) € C[G]
sur Y ¢. Par ailleurs par la remarque précédente et le théoreme 2 on a :

QOuRy > |G,
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Puisque les coefficients de ¢ sont entiers nous avons €2, < ||¢||;. De plus |G| =
[K : Q)] car K/Q est une extension de galoisienne. Donc :

ol Ry > [K : Q]
et K n’est pas PC'M. 0J
4 Appendice
Soit G un groupe abélien fini et soient dy,..., d; entier positifs tels que G

est isomorphe & Z/d1Z x --- x Z/d,Z (apres on identifiera G avec le groupe
Z]d\Z x -+ X L)dpZ et {0,1,...,d; — 1} avec Z/d;Z pour 1 < i < k). Soit

F: C[G] — Clxy,. ..,z I'application qui envoi
¢= ¢nheC[G]
heG
dans :

di—1 dip—1

Fg)=) ) onx"

hi=0  hy=0
Il est bien évident que F' définit une correspondance biunivoque entre les €lé-
ments de C[G] et les polynomes () € C[zy, ..., z;] tels que deg, (Q) < d; pour
tout 1 <34 < k.

Fixons maintenant ¢ € C[G] etnotons P(x1,...,x;) := F(¢). Par définition
de F'il suit immédiatement que 2, = {2p. Nous voulons montrer que méme R
est égal g p.

Soit x € Irr(G). Puisque G est abélien, Irr(G) est un groupe isomorphe a G
et x(1) = 1. De plus R, , = 0 si et seulement si

Z PhX(h> =0

(voir [Was], p. 100). On a donc :

Ry = ‘ {x € Irr(G) t.q. Y _ Pux(h) # 0} ‘ . (12)
heG
Soit maintenant w = (wy,...,wg) € pg, X -+ X g, . Il est bien évident que la
fonction
Xw: G — C*
laquelle envoie h = (hy, ..., hy) sur [[F_, w! est un caractére irréductible de G.
De plus on obtient
Z Paxw(h) = Z Puw®
hed hed



etdonc R, , 4 = 0 si et seulement si P(w) = 0. Dailleurs si y € Irr(G) alors

wy = (x(1,0...,0),...,x(0,0,...,1))

appartient a /14, X - -+ X [4, . De plus par construction :

> Pawy =D Pux(h).

heG heG

Puisque Irr(G) est isomorphe a G qui a son tour est isomorphe & pig, X - -+ X fig,
la correspondance que nous venons de définir entre les caracteres irréductibles
de G et les éléments de ji4, X - - X [ig, est biunivoque. On a alors :

[{x € In(G) t.a. ) Pux(h) # 0} = [{w € pay X -+ X pa, P(w) # 0}
heG

et, par (12) et par définition de 24 p, on obtient :
R¢ = Rd’ P

En conclusion on a donc montré qu’il est possible de définir une corres-
pondance biunivoque entre les éléments ¢ de C[G] (ou G est isomorphe au
groupe Z/d1Z x --- x Z/diZ) et les polyndomes P de C|xy, ...,z tels que
deg,,(P) < d; pourtout 1 < i < k. De plus si P correspond a ¢ nous avons que
Qy, =Qpet Ry = Rq,p.
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