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Kapitel 1

Einfiihrung

Thema

Variationsungleichungen wurden zuerst von Lions und Stampacchia [14] untersucht. Sie tre-
ten in verschiedenen Anwendungen der Mechanik, Thermodynamik und der Kontrolltheorie
auf. Zum Beispiel kann die Wertbestimmung Amerikanischer Call-Optionen als Losung einer
parabolischen Variationsungleichung aufgefasst werden (vgl. Dewynne et al. [7]). Eine weitere
Anwendung findet sich im Bereich der Thermodynamik (vgl. Duvaut und Lions [8]). Wird die
Temperaturverteilung v in einem Gebiet 2 wihrend dem Zeitintervall (0,7") mit der Anfangs-
verteilung up und dem Wiarmequellterm f untersucht, so erfiillt u(z,t) die Warmeleitungsglei-
chung

i—Au=f in 2 x (0,7), (1.1)
u(z,0) = ug(z) in Q. |

Soll die Temperatur an jeder Stelle z € Q méglichst in einem vorgegebenen Intervall [1(z), 1 ()]

liegen, so muss die Temperatur beim Uberschreiten der Intervallgrenzen durch Kiihlung bzw.
Heizung korrigiert werden. Dieser Effekt kann mit dem zusétzlichen Quellterm

u(z,t) — () fiir u(x,t) > (),
Bu(z,t)) == S u(z,t) — P(x) fir u(z,t) < (x),
0 sonst,

in die Gleichung (1.1) eingebaut werden. Der Term [ wird auch Strafterm genannt. Wird die
Kapazitét der Heizung und der Kiihlung beliebig vergrossert, d.h. f(u) durch einen Faktor
beliebig verstirkt, so wird die Temperaturfunktion v im Limes fiir alle  und ¢ im Intervall
[¢(z), ()] liegen. Die Funktionen ¢ bzw. ¢ werden untere bzw. obere Hindernisfunktion
gznannt. Im Grenzfall erhilt man ein_parabolisches Hindernisproblem.

Die Losung erfiillt die Hindernisbedingung v (z) < u(x,t) < ¢(x) und zudem gilt

uw—Au—f<0 fiir u(x,t) = ¥(x),
t—Au—f=0 fiir () < u(w,t) < P(x), (1.2)
u—Au—f>0 fir u(z,t) = ¢¥(x).
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Beschrénkt man sich im betrachteten Funktionenraum auf die konvexe, abgeschlossene Teil-
menge K aller Funktionen v mit ¥(x) < u(z,t) < ¥(x), so kann das Problem (1.2) als Va-
riationsungleichungsproblem formuliert werden. Fiir alle v € K ist v(z,t) — P(x) > 0 und
v(x,t) —(z) <0 fast iiberall in Q. Ist D der Definitionsbereich des Operators %, so ldsst sich
das Problem (1.2) in schwacher Form wie folgt als Variationsungleichungsproblem formulieren:

Finde v € K N D mit
T T
/ (u—f,v—u)dt—i—/ (Vu,V(v —u))dt >0  Yve K. (1.3)
0 0

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, Variationsungleichungen, die aus Hindernisproblemen ent-
stehen, numerisch zu l6sen. Dieses Problem wurde von Scholz im elliptischen [18] und im para-
bolischen Fall [19] untersucht. Er wandelt (1.3) mit Hilfe der Penaltymethode in eine Gleichung
um und 16st die erhaltene Gleichung numerisch.

In dieser Arbeit wird auf die Penaltymethode verzichtet. Zur Diskretisierung von (1.3) wird die
Variationsungleichung in einen endlichdimensionalen Funktionenraum, den Raum der finiten
Elemente, iibertragen und der zeitliche Ableitungsoperator % durch einen Differenzenquotien-
ten approximiert. Dadurch entsteht fiir jeden Zeitschritt eine diskrete Variationsungleichung.
Sei K, C IR™ eine konvexe, beschréinkte und abgeschlossene Menge und F' : K, — IR" eine
stark monotone Abbildung. Die diskrete Variationsungleichung in IR™ hat die Form

ye Ky : (F(y),z—y)>0 VzeK,. (1.4)

Diese Variationsungleichung wird direkt, also ohne Umwandlung in eine Gleichung, mit Hilfe
einer inneren Punkte Methode numerisch geltst. Es wird eine Punktfolge in K, konstruiert,
die gegen die Losung von (1.4) konvergiert. Der Vorteil dieser Methode gegeniiber der Pen-
altymethode besteht darin, dass jede Nidherung der Losung von (1.4) im Innern von K, liegt
und somit die zugehorige Funktion die Hindernisbedingung erfiillt. Bei der Penaltymethode
ist dies nicht der Fall. Dort wird das Nichterfiilltsein der Hindernisbedingung bestraft. Da die
Bestrafung nur fiir Funktionen ausserhalb von K wirkt, liegen alle berechneten Néherungen
der Losung von (1.3) ausserhalb von K.

Die untersuchte Methode zur Losung von (1.4) basiert darauf, dass zu jedem inneren Punkt
von K, eine Kugel in IR"™ bestimmt werden kann, auf deren Oberfléiche dieser innere Punkt
liegt und welche die Losung von (1.4) enthélt. Ist ein innerer Punkt von K, gefunden, so kann
der Teil von K,,, in dem die Losung nicht liegt, weggeschnitten werden. In der so erhaltenen
Teilmenge von K, wird erneut ein innerer Punkt berechnet. Fiir die Bestimmung der inneren
Punkte wird die von Sonnevend [21] eingefithrte Methode der analytischen Zentren verwendet.

Verfahren zur Losung von Variationsungleichungen in IR™ mit linearen Schnitten wurden von
Goffin, Marcotte und Zhu [11] und von Magnanti und Perakis [16] untersucht. Neu an der
Methode mit quadratischen Schnitten (ACQCM) von Liithi und Biieler [15] ist, dass die starke
Monotonie der Abbildung F' fiir die Konstruktion der Schnitte ausgenutzt wird. Wir fithren
in der ACQCM n-fach gewichtete Schnitte ein. Dadurch wird eine bessere Konvergenz im Fall
der Hindernisprobleme erreicht.

Aufbau des Berichtes

Im Kapitel 2 werden zunéchst die Grundbegriffe und die genaue Problemstellung eingefiihrt.
Anschliessend wird die Variationsungleichung in zwei Stufen diskretisiert. Durch die Einfiihrung



des Raumes der finiten Elemente wird die Variationsungleichung in der Ortsvariablen = diskre-
tisiert. Es entsteht die semidiskrete Variationsungleichung. Neben einigen Eigenschaften der
semidiskreten Losung wird die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung konstruktiv bewie-
sen, indem zu jedem Punkt y(tg) € K, eine eindeutige Richtung ¢(t¢) konstruiert wird. Durch
Diskretisierung der Zeitachse erhélt man mit dem riickwérts Eulerverfahren die diskrete Varia-
tionsungleichung (1.4). Das Hauptresultat dieses Kapitels ist die Fehlerabschitzung zwischen
der Losung der Variationsungleichung (1.3) und der Lésung der diskreten Variationsunglei-
chung (1.4).

Das Kapitel 3 befasst sich mit der numerischen Methode zur Losung der diskreten Variations-
ungleichung. Zuerst wird die geometrische Idee der Methode der quadratischen Schnitte mit
analytischen Zentren (ACQCM) erldutert und anschliessend die Konvergenz bewiesen. Zur
Illustration werden einige Beispiele gezeigt.

Im Kapitel 4 weisen wir auf zwei weitere Aspekte hin. Zum einen wird gezeigt, dass bei Va-
riationsungleichungen die riickwérts Eulermethode nicht ohne weiteres durch die allgemeinere
Kollokationsmethode ersetzt werden kann. Zum andern ist die vorgeschlagene Methode so
flexibel, dass sie auch zur Losung von semilinearen parabolischen Variationsungleichungen ver-
wendet werden kann. Ist die Semilinearitdt monoton, so kann sie sogar in die Konstruktion
der quadratischen Schnitte integriert werden. Dadurch entsteht ein vollstdndig implizites Ver-
fahren. Bei einer nicht monotonen Semilinearitdt muss das Verfahren in diesem Term explizit
sein, d.h. man setzt den Wert des vorangehenden Zeitschrittes ein und betrachtet den Term
als konstant. Es wird der nicht monotone und der monotone Fall einer Semilinearitét anhand
eines Beispiels aufgezeigt.
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Kapitel 2

Parabolische Variationsungleichung

2.1 Problemstellung

2.1.1 Bezeichnungen und Definitionen

Fiir die Beschreibung des Problems benotigen wir die folgenden Bezeichnungen:

Q) c IRY beschriinktes, offenes Gebiet mit geniigend glattem Rand, z.B. 99 stiickweise C2.
Q =Q x (0,7] mit T > 0 fest.

U reeller, separabler und reflexiver Banachraum mit Norm ||.||.

U’ Dualraum zu U, (.,.) Paarungsprodukt zwischen &’ und U.

H reeller, separabler Hilbertraum mit Norm |.| und Skalarprodukt (., .).

U liege beziiglich der Norm von H dicht in H. Es gilt fiir alle v € U |v| < const||v|. Damit
erhalten wir das Evolutionstripel Y C H C U’.

In dieser Arbeit werden die Funktionenraume
U=HYQ) =W,%(Q) und H=L*Q)

verwendet. Wenn nichts anderes vermerkt ist, gilt

jof? = / ()P da
Q
N
0
ol = ol + 3
=1

81’1'
Fiir alle w € H und v € U kann das Paarungsprodukt geschrieben werden als

2

v(x)

(w,v) = /Qw(ac)v(x) dz = (w,v). (2.1)

Sei u : (0,T) — U die Funktion definiert durch [u(?)](z) := wu(z,t). Den Raum all dieser

Funktionen mit
T 3
(/ u(t)])? dt) < 00
0
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bezeichnen wir mit L?(0, T;U). Analog ist L*(0,T;H) definiert. |.||» bzw. |.|; bezeichnen die
Normen dieser Rdume. Funktionen aus diesen Ridumen werden auch Bochner integrierbare
Funktionen genannt. Fiir u € L*(0,T;U) und v € U’ gilt (vgl. [1] S. 185)

‘/OTu(t)dtH S/OTHu(t)Hdt und <1/,/0Tu(t)dt> —/0T<u,u(t)>dt. (2:2)

Im Raum L2(0,T;U) ist die zeitliche Ableitung wie folgt definiert.

Definition 1 u € L?(0,T;U) besitzt auf (0,T) eine verallgemeinerte Ableitung genau dann,
wenn ein w € L*(0,T;U") existiert mit

T T
/ p(t)ult) dt = - / S(tw(t) dt, Ve € C(0,T).
0 0

Wir setzen dann 1 := w.

Eigenschaften der Ableitung

Zunéchst wird der Glattungsoperator J. eingefiihrt. Es sei n € C°°(IR) mit
1
CelsP-1  fiir |s| < 1,
n(s) = )
0 fir |s| > 1.

C' sei so gewihlt, dass [ n(s) ds = 1. Fiir jedes € > 0 sei nc(s) := %77 (2). Der Glittungsope-

rator J, ist durch

T
Je(u(t)) = ne(t) xu(t) = /0 Ne(t — s)u(s) ds =: u(t)
definiert.

Lemma 2.1 Existiert die verallgemeinerte Ableitung fiir ein u € L*(0,T;U), so gilt firt €
(e,T —¢)

—Je(u(t)) = Je(i(t)).

Beweis: Es gilt

T T
iJe(u(t)) = /0 %ne(t —s)u(s) ds = —/0 %(t —s) u(s) ds.

Fiir ein festes ¢t € (e, T — €) gehort ne(t — s) zu C§°(0,T"). Somit erhélt man

d

T
Eje(u(t)) = /0 Ne(t — 5)u(s) ds = Jc(u(t)).
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Lemma 2.2 Fir u € L*(0,T;U) mit w € L*(0,T;U") existiert eine Folge u¢ € C(0,T;U)
mit

ut —u in L?(0,T;U),

= in L2(0,T;U").

Beweis:

1. Sei € > 0. u(t) werde ausserhalb von [0, 7] durch 0 fortgesetzt. Aus der Eigenschaft des
Gléattungsoperators folgt, dass u¢ € C*>°(0,T;U) (vgl. [1] S. 30).

Die Norm der geglitteten Funktion ldsst sich wie folgt abschétzen. Es gilt mit (2.2) und
der Schwarzschen Ungleichung

e = | [ e syt

T
< / ne(t — 5)|[u(s)||ds

< ([ nte- s>ds>é ([ - s>||u<s>|12ds)é | (23)

~~

<1

Zusammen mit dem Satz von Fubini folgt

T
/Hu |2t = / / ne(t — 5)|[u(s)|Pdsdt
0

Fublnl
i / Ju(s)]? / nelt — )dt ds < Jull2. (2.4)
—_—
<1

Ist w € Cp(0,T;U), so gilt fiir ¢t € [0, T

T
[ac(t) — a(®)]] < /0 ne(t = s)|[a(s) —a(t)ds

< sup [la(s) —a()]].
[t—s|<e

Da ||a(.)|| gleichmissig stetig auf [0, 7] ist, konvergiert u¢ auf [0, 7] gleichméssig gegen @
inU.

Die Dichtheit von C(0, T;U) in L%(0, T;U) lisst sich wie im Fall LP(f2) zeigen. Nach der
Definition der Bochner integrierbaren Funktionen ([1], S. 179) existiert zu u € L2(0,T;U)
eine Folge von ,simplen Funktionen® s;, die in L?(0,T;U) gegen u konvergiert. ,,Simple
Funktionen® sind die Verallgemeinerung der Treppenfunktionen in L?(0,T). Sie nehmen
in jedem Teilintervall von [0, 7] einen Wert aus U an.

Fiir ein § > 0 sei s € {s;} mit

)
|s —ullr < 7 (2.5)
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Wird s(t) ausserhalb von [0, 7] durch 0 fortgesetzt und ist 7' < oo, so existiert nach dem
Satz von Lusin (vgl. [1] S. 14) ein g € Cy(0,T;U) mit

lg@IF < lIsll oo o720y fiir alle ¢ € [0, 7] (2.6)
und fiir ein 6 > 0
w({t € [0,T] : g(t) # s(t) in U}) < 6. (2.7)
Wird 6 = gHsHZiO (0720 8eWahlt, so folgt mit der Schwarzschen Ungleichung, (2.7) und
(2.6), dass
Is =gl < 5
glir < 5-
Zusammen mit (2.5) erhilt man die Dichtheit von Co(0, T;U) in L%(0, T;U).
Sei @ € Cp(0,T;U) mit ||& — ul|r < 0. Es folgt mit der Dreiecksungleichung und (2.4)
lw =z < llu—ally + 1o —a}r +[Ja° — s

<2 ju— i}y +i — @lr.
N——

<6

Der zweite Summand kann wegen der gleichméssigen Konvergenz von 4¢ beliebig klein
gemacht werden. Damit folgt die erste Behauptung.

2. Die duale Norm von %€ wird wie im ersten Teil abgeschétzt. Fiir ein beliebiges v € U mit
||| = 1 folgt mit (2.2) und der Schwarzschen Ungleichung

0@, < s (/ e s><u<s>,v>12ds>% <(/ Ut - S)Hu(s)\lé/dsf -

Fiir die L?-Norm beziiglich ¢ erhilt man mit dem Satz von Fubini
% 220,701y < 10l L2 (0,75007)- (2.8)

Sei i € Cy(0,T;U'). Auch hier folgt die gleichmiissige Konvergenz von " gegen . Es
gilt fiir ¢ € [0,7] und v € Y mit ||v| =1

<€ . T . . . .
(@ (t) —u(t), v)| </0 ne(t — s)|(uls) —a(t), v)|ds < sup [lu(s) — a(t)|le-

|s—t|<e

Wie im ersten Teil folgt die Dichtheit von Co(0, T;U') in L2(0,T;U’). Sei u U € C’O(O T; Z/{ )
mit ||i — || 20,7 < 6. Wird die Dreiecksungleichung auf |4 — G40 —1u +u —
|| 2 (0,70401) angewendet so erhélt man zusammen mit (2.8) und der gleichméssigen

Konvergenz von @ — 1 die 2. Behauptung.
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Lemma 2.3 Ist u € L%(0,T;U) mit u € L*(0,T;U"), so gilt
1. u(t) ist stetig in t, d.h. u € C(0,T;H). (Damit ist gemeint, dass in der Aquivalenzklasse
u € L0, T;H) ein stetiger Representant existiert).

2. die Abbildung t — |u(t)|? ist absolut stetig, mit
d 2 .
D) = 200, u(t)) o te0.7]
Beweis:

1. Sei u¢ € C*°(0,T;U) die Folge glatter Funktionen, die durch Glattung beziiglich ¢ ent-
steht. Fiir €, > 0 gilt

d € _ d € d €
)~ QP =2 () - $o 000 - ')

Das Lemma 2.1 besagt, dass %ue = uf. Damit und wegen (2.1) folgt fiir jedes s,t € [0,T]

us(t) =’ ()7 = [u(s) — u’(s)]* + 2/ (@ (r) — @’ (r), u(r) — u’(r)) dr.
s (2.9)

Da uf(s) in L? gegen u(s) konvergiert, existiert mindestens ein s € (0,7, so dass
u®(s) — u(s) inH.

Aus (2.9) und dem Lemma 2.2 folgt

T
limsup sup |uf(t) —u®()]? < lim i€ (r) — @ (r) |2 + |Jus(r) — u®(r)||? dr
e,6—0 t€[0,T) e,0—00 Jo

=0.

Somit konvergiert u¢ in C(0,7'; H) gleichmissig gegen eine Limesfunktion v € C(0,T; H).
Da nach dem Lemma 2.2 u¢ — u in L%(0,T;U), folgt u(t) = v(t) fiir fast alle ¢ € [0, 7).

2. Fiir die gegliattete Funktion u€(t) gilt

us(t)* = u(s)|* + 2/ (@ (r), u"(r)) dr.

Strebt € — 0 und wird u mit dem v aus dem ersten Teil des Beweises identifiziert, so
folgt

lu(t)|® = |u(s)|* + 2/ (a(r),u(r)) dr fir alle s,t € [0,T],

was die 2. Behauptung beweist.
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2.1.2 Die abstrakte Variationsungleichung

Es sei (a/) eine positiv definite, symmetrische N x N-Matrix. Die Bilinearform a : U xU — IR
habe die Form

N
i 0 d
: ij -
a(u,v) : /Q '71a a:l:lu(a:) 8$jv($) dx.

©J=

a(.,.) sei in beiden Argumenten stetig, d.h. 3¢ > 0 so, dass
la(u,v)| < cllul - ||v] Yu,vel. (2.10)
Zudem soll fiir ein a > 0
a(u,u) > allull* Yuel (2.11)

gelten. Eine Bilinearform mit letzterer Eigenschaft heisst koerzitiv. Fiir festes u € U ist a(u, .)
ein beschrinktes Funktional auf U. Sei A : U — U’ die Abbildung, die jedem u € U das
entsprechende Funktional in U’ zuordnet. Es gilt fiir ein u € U

a(u,v) = (Au,v) Yo e U.

Fiir u € H? ist A ein Differentialoperator zweiter Ordnung.

K sei eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von L2(0, T;U). Ist ug(x) € K die Anfangsbedin-
gung fiir die Losung, so wird die Definitionsmenge des zeitlichen Ableitungsoperators definiert
durch

D :={ve L*0,T;U) : v € L*(0,T;U'),v(z,0) = ug(z)}.
Wegen des Lemmas 2.3 macht die Bedingung v(z,0) = uo(z) Sinn. Fiir f € U’ kénnen wir die

starke parabolische Variationsungleichung im Zeitintervall (0,7") wie folgt formulieren.

Starke Variationsungleichung: Finde ein uw € K N D so, dass

T T T
/O(u,v—u>dt+/0 a(u,v—u)dtZ/O (fiv—u)ydt YveK. (V)

Bemerkung: Wie in der Einleitung beschrieben, kann ein parabolisches Hindernisproblem
in eine parabolische Variationsungleichung umgeschrieben werden. In diesem Fall ist die
Zuléssigkeitsmenge K durch die Hindernisfunktionen bestimmt. 1,4 € H 2 seien un-

abhéingig von der Zeit und es gelte ¢ < 1, ¥ <0 und Y > 0 auf 9. Nun ist

K :={ve L?0,T;U) : (x) <v(x,t) <p(x) fi. in Q).

Wegen der Randbedingungen an die Hindernisfunktionen ist K # ().
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Eigenschaften der Lésung

Bensoussan und Lions haben in [3] bewiesen, dass das Problem (V) eine eindeutige Losung
besitzt. Sie zeigen zudem einige Regularitétseigenschaften der Losung. Im folgenden Satz sind
ihre Ergebnisse zusammengefasst.

Satz 2.4 (Bensoussan und Lions [3]) Die parabolische Variationsungleichung (V) besitzt
eine eindeutige Losung u mit

w €L%(0,T; Hy () N L*(0,T; H*(2)),
w €L%(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; HY (Q)).

 liegt nach diesem Satz auch in L?(0,T;H). Diese Eigenschaft wird im Folgenden bereits
in die Voraussetzungen eingebaut. Die Menge D wird im Rest der Arbeit ersetzt durch eine
kleinere Menge

D:={v e L*0,T;U) : v € L*(0,T;H),v(x,0) = up(x)}.

Fiir allew € Dundf.a.t € [0,7] kann nach (2.1) das Paarungsprodukt durch das Skalarprodukt
in ‘H ersetzt werden,

(w(t),v(t)) = (w(t),v(t)) Yo € L0, T;U).

Zudem wird im Rest der Arbeit f € H und ug € H%(Q) N K vorausgesetzt. Brézis ([5], S. 100)
hat gezeigt, dass unter diesen Voraussetzungen fiir die Losung u von (V) zusétzlich gilt

we L0, T; H* (), wu(t) € H*(Q) Vt> 0. (2.12)

Damit gilt Au(t) € H und mit 2.1 folgt a(u,w) = (Au,w) fir alle w € H. Es soll nun Au
und % in verschiedenen Normen durch die Daten des Problems abgeschétzt werden. Fiir den
Beweis benotigen wir folgendes Hilfsproblem. Die Bedingung v € K wird abgeschwiécht. Die
Nichterfiillung dieser Bedingung wird mit dem Penaltyterm 3(v) = (v —¢)~ + (v — )7, dabei
ist v := max(v,0) und v~ := min(v, 0), bestraft. Indem man die Bestrafung verstirkt, riickt
die Losung des Penaltyproblems immer néher an K heran. Dadurch wird die Lésung von (V)
beliebig gut approximiert.

Finde u. € L?(0,T; H}(Q)) N D mit

T T 17 N T . e .
/0 (uﬁ,v)dt+/0 a(ue,v)dt+6/0 (B(ue), )dt—/o (fo)dt Vel (o,T,HO(g?ié)

Bestrafungsterm

Dieses Problem besitzt fiir jedes € > 0 nach der klassischen Theorie eine eindeutige Losung .
ue und 4, konvergieren schwach gegen u bzw. @ in L2(0,T; H}(Q)) (vel. [3]).

Lemma 2.5 Sei Ay, Ay € H. Ist u die Losung der Variationsungleichung (V), so gibt es ein
¢ (vgl. 2.10), das von t und u unabhdngig ist, mit

— c
[Aule < 217l +14gle + 14T + | Sl
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Beweis: Wir betrachten das Penaltyproblem 2.13. Der Beweis ist in zwei Teile gegliedert.
Zunéchst wird eine Abschitzung fiir den Penaltyterm bewiesen.

1. Nach Voraussetzung gilt ¢ < 0 < ¢ auf 9Q. Fiir alle v € U liegt B(v) = (v—1)) "+ (v—9)"
in Y. Da ¢ < in Q, folgt fiir alle v € L*(0,T;U)

((w(t) =)™, () =9)") = a((v(t) =), (v(t) —9)") =0,
a(B(v), B(v)) = a((v(t) =)~ (v(t) = ¥)7) +a((v(t) = )T, (v(t) — ¥)F)
(2.14)
Fiir die verallgemeinerte zeitliche Ableitung gemé#ss Definition 1 ergibt sich
d _d o — ) d o TV = o(t)  falls B(v(t)) # 0,
GPt) = -9+ Gl —9)T = {o falls B(v(t)) = 0.
Damit gilt
d .
3 31 O = (G 80),50(0)) = (), 50(0). (2.15)
u, sei die Losung der Penaltygleichung (2.13). Somit gilt fiir f.a. ¢ € [0, 7]
(e, v) + a(ue,v) + %(ﬁ(ue),v) =(f,v) Yvel. (2.16)
Testen wir (2.16) mit 5(u), so folgt mit der Koerzivitét von af(.,.), (2.14) und (2.15)
dass
1d 1
§@|ﬁ(ue(t))|2 + ol Buc(t)[I” + —|ﬁ(u€(t))|2
2.15
" (1), B(ue1) + (B8 Bue (1)) + (Bl (1)). B0 (1))
P2 (1), Bl (1)) + a((uet) = )7 (e (t) — )7
Fa((uet) = ), (welt) = 9)7) + - (Bluelt)), Aluc(1))
= (te(t), Buc(t)) + alue(t), Blue(t))) + (= A, (ue(t) —)7)
(= AT, (uelt) = 9)) + = (Bue0), Blaue0)
(£ Buct) + (= A (ue(®) = 9)7) + (— AB, (uelt) = H)")
Weiter erhélt man mit |B(ue(t))| = |(ue(t) — )~ | + [(ue(t) — )"
5 18 + ol B(ue(t)” + <1Bsc ) < (1] + 48] + |AT) |B(ue(t)].

(2.17)
Die Integration von (2.17) iiber die Zeit fiihrt zu
1
%W(ue(T))!Z = 5 [Bu0) P +allBlue) 7 + - W(ue)! (Iflr + [A%lr + [A¥]2) |B(ue) 1.
%,_/

=0

Damit gilt
1B(ue)lr < € (| flr + [Aplr + [AY]r) - (2.18)
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2. Multiplikation der Penaltygleichung 4. + Au, + %ﬁ (ue) = f mit Au, fithrt zu

(ue (t)v Au (t)) +(Aue(t)7 Aue (t)) + l(ﬁ(ue (t))v Aue (t)) = (fv Au, (t))
N————— €
:% %a(uf (t)sue(t))

Nach Integration iiber die Zeit erhélt man

T
0< _%Q(UE(T)?UE(T)) + %Q(UE(O),UE(O)) - ‘Auﬁli +/0 (f B %ﬁ(uﬁ(t))’Aue(t)> dt

< |Ate| .

T

DN | =

(0,0 0) = [ + | = 2w

Damit folgt

1 1
|Auelr < B} ‘f - ;ﬁ(ue)

T+¢V—%Mm)

<|flr + %W(Ue)”r + \/%Q(UE(O)>UE(O))'

2
+ 2a(u(0), ue(0))

Mit (2.18) und der Stetigkeit von a(.,.) ergibt sich

— c
[Aucle < 21fle + 1 Agle + 14Tl + /Sl

Im Limes ¢ — 0 folgt die Behauptung.

O

Wird in die Penaltygleichung (2.16) v = 4, + Au. — f eingesetzt, so kann eine Abschétzung fiir
|t + Au — f|r hergeleitet werden. Es gilt

e (1) + Aue(t) — f12 = — (Blue(t)), te(t) + Auc(t) — f)

2
< Z1Buc®)] - Fielt) + Auc(t) — f1.

Wir integrieren iiber die Zeit, verwenden (2.18) und erhalten

. 1 .
’Ue + Aue - f’g“ = E’ﬁ(uE)’T’uﬁ + AUE o f‘T’
lte + Aue — flr < (If|r + [AY]r + [AY]2) .

Folgendes Korollar ergibt sich im Limes € — 0.

Korollar 2.6 Seien A1, Ay € H. Ist u die Losung von (V), so gilt

i+ Au — flr < (Iflr + [A¢]r +|AP]r) -
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Nun soll |[&|; durch die Daten des Problems abgeschétzt werden. Dazu wird der Differentiati-
onssatz von Lebesgue bendtigt, der eine Aussage iiber Funktionen g € L7 (IR™) macht. B(zq, )
bezeichne die Kugel mit Mittelpunkt z¢ und Radius r. |B(z,r)| sei das Lebesgue Mass dieser
Kugel. Ist 1 < p < 00, so gilt fiir fast alle zg € IR"

/ — g(x0)? dz =% 0.
xOu ’ B(zo,r
Insbesondere gilt fir p=1
/ ) dx Simai g(xo), ffa. xzgelR" (2.19)
xo, | xo,r)

Ein Beweis des Differentiationssatzes von Lebesgue steht in G. Folland [9].

Lemma 2.7 Ist u die Losung der Variationsungleichung (V), so gibt es ein ¢ (vgl. 2.10), das
von t und u unabhdngig ist, so dass

. c
il <7l + /5ol

Beweis: Sei 7 > 0. Mit

oo t) = {u(z,t —7) fl?r te(r,T],
u(z,t) fiir t € [0, 7]

eingesetzt in (V) folgt nach Division durch 7

/OT (a, M) dt+/0Ta(u,M)dt_/oT (f’M) dt > 0.

u(x,.) ist absolut stetig und somit ergibt sich

[ s [ [ e [l [ sowraze

Nach Satz 2.4 gilt @ € L>°(0,T;H). Damit sind [ - [|@| oo (o,75¢) und [ f] - ||| oo 0,7;2) Obere
Schranken fiir den ersten bzw. dritten Integranden in (2.20). Da u(z,s) = 0 fiir alle (z,s) €
08 x [0, T folgt nach partieller Integration und dem Satz von Fubini

a(“(t),%/ti ) ds) / Z a¥ 83:2 u(z,t) 8?:] 1/ a(z, s)ds du
/23% ( oz, (ar,t)> %/; (z,s)ds dx

_ _;/M/Q%:%j (“ijai (z, t)) iz, )da ds.
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Dies fithrt zu einer endlich integrierbaren oberen Schranke fiir den Integranden des zweiten
Integrals in (2.20). A%, " bezeichne den grossten Eigenwert der Matrix a™. Es gilt

. (u(t),%/t: )‘ /t/ iy ( biu(w,t)) (e, 5)| do ds

1 e .
< Am;xuu<t>||mm)\u<s>| ds

< Aaniix”“@)”H%Q)HuHL‘X’(O,T;H)-

Wir bilden in (2.20) den Limes 7 — 0. Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes darf der
Limes mit den Integralen vertauscht werden. % ist endlich integrierbar. Zusammen mit dem
Lebesgueschen Differentiationssatz (2.19) folgt aus (2.20)

T T T
) . .
—/0 |4 dt—/o a(u, ) dt—l—/o (f,u) dt > 0.

4 o(u,u) ergibt sich

Mit a(u, i) = 34

T T
il = [ il d < Sl w) = o)D) + [ (1) dt

1 .
< selluol® + 1lz -

Durch Auflsen dieser quadratischen Ungleichung nach |u|, folgt

ilr < 5 (1l + VIFE+ 20000TF) < 171y + | Sl

Lemma 2.8 Ist u die Lisung der Variationsungleichung (V), so gilt

]| oo 0,71y < |f — Augl,

. 1
lillr < /5 1f = Auol.

Beweis: Seien w := 4, und w; := w falls f(u.) # 0 und w; = 0 sonst. Leiten wir die
Penaltygleichung nach der Zeit ab und multiplizieren mit w, so folgt

d 1
(—w,w) T a(w, w) + > (wr,w) =0,

dt €
1d

5 dtlw|2 + afw|® + wal2 <0,
1d
5 dt\wﬁ + aljw|? < 0. (2.21)

|w(t)|? ist somit monoton fallend und mit w(0) = 1.(0) = 1y = f — Aug folgt fiir alle ¢ € (0,7

[Ge(t)] < [f — Auol. (2.22)
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Nach Integration von (2.21) iiber ¢ erhélt man zusammen mit (2.22)

. 1
Jicllr < /517 = Aual.

Im Limes € — 0 folgen die Behauptungen aus den letzten zwei Ungleichungen. O

Lemma 2.9 Seien A1, Ay € H. Ist u die Losung von (V), so gilt fir alle t € (0,T)

[Au(t)] < [f] + [f — Auo| + [A¢] + [Ay].

Beweis: Seien I(t),1(t) die Koinzidenzmengen des oberen bzw. unteren Hindernisses, d.h.

u(z,t) = ¥(x) fir x € L(¢),
u(z,t) = () fiir z € 1(t).

Wie aus der Penaltygleichung (2.13) leicht zu sehen ist, gilt fiir ein festes ¢t € (0,7) und fiir
fast alle x € Q\ (LU T) die Gleichung

’ll(.’L’,t) + Au(x7t) = f(.’E)
Damit folgt
Au(®)? = [ Au(®) 22 g romy + 1460 1220y + 1Au]Z,
= Hf - u(t)”%2(g\(luf)) + HAQH%%Q + HA"/}HiQ(T)'

Mit dem Lemma 2.8 und der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung. |

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dass die Lésung u von (V) fiir fast alle t € [0, 7] auch eine
vereinfachte Variationsungleichung erfiillt.

Lemma 2.10 Ist u Léosung von (V), so erfillt sie fir fast alle t € [0,T] die Variationsunglei-
chung

(w(t) — f, 0 —u(t)) +a(u(t),? —ut) >0 VoeK:={wel: Y <w <, fi in Q.
Beweis: Fiir ein beliebiges tg € (0,7") und € > 0 so, dass [to — €,to + €] C (0,T), sei

(2,1) o(x)  furt € [to —e to+ €,
w(z,t) =
u(z,t) sonst,

dabei ist 7 € K beliebig. Weil v € K und v € K, gilt w € K. Einsetzen von w fiir v in die
Variationsungleichung (V) fiithrt zu

tot+e to+e 5
/ (u—f,f)—u)dt—l—/ a(u, —u)dt>0 VoeK. (2.23)
t

0—¢€ to—e
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Es gilt
T T
[l wlde< [ a1l d
0 0
1 T
g—/ i — F2 4 |5 — ul? dt.
2 Jo

Wegen Satz 2.4 folgt

T
/0 (6 — f,0 —w)| dt <co. (2.24)

Fiir a(u,? — u) gilt wegen der Stetigkeit von a(.,.) und da u € L?(0,T;U), dass

T T
/\M%ﬁ—whﬁﬁ/ ellul - 15— ul dt
0 0
]‘ r 2 ~ 2
<c 3 lul]* +||o —u|* dt ) < oo (2.25)
0

Wegen (2.24) und (2.25) gilt f(;f (@ — f,0—u)+ a(u,® —u)| dt < co. Damit sind die Voraus-
setzungen des Lebesgueschen Differentiationssatzes (2.19) erfiillt. Wir dividieren (2.23) durch
2¢ und lassen € gegen 0 streben. Mit dem erwihnten Satz folgt fiir fast alle to € (0,7)

(u(to) — f,0 —u(to)) + alulto), o — u(ty)) >0 Vi€ K.

Schwache Variationsungleichungen und Eigenschaften derer Lésungen

Die Problemstellung (V) macht nur Sinn, falls v in D liegt. Oft ist es jedoch schwierig, diese
Bedingung a priori zu erfiillen. Deshalb diskutiert Lions in [13] eine schwéchere Form von (V).

Halbschwache Variationsungleichung: Finde v € K mit
T T T
/ (O,v—u)dt—i—/ a(u,v—u)dtZ/ (f,v—u)dt Yve KND. (V")
0 0 0

Lions beweist in [13] die Existenz und die Eindeutigkeit einer Losung von (V7).

In dieser Arbeit wird eine noch schwichere Form untersucht. Da af(., .) koerzitiv (2.11) ist, folgt
T T T

/ a(v,v—u)dt:/ a(u,v —u) dt + a(v —u,v—u) dt

0 0

0 Y——
>0

T
> / a(u,v —u) dt.
0

Damit motivieren wir die folgende schwache Form von (V).
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Schwache Variationsungleichung: Finde u € K mit u(z,0) = ug(z) so, dass
T T T
/ (b,v—u)dt—i—/ a(v,v—u)dtz/ (f,v—wu)dt Yve KND. (V™)
0 0 0

Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die Losung von (V) und (V”) iibereinstimmen, wenn sie
existieren.

Lemma 2.11 Seien u und @ Lésungen von (V) bzw. (V7). Es gilt

u =1 in L*(0,T;U) N L>=(0,T; H).

Beweis: Der Beweis ist in drei Teile gegliedert. Zuerst wird gezeigt, dass die L6sung der starken
Form auch Losung der schwachen Form ist. Im zweiten Teil beweisen wir, dass die schwache
Form genau eine Losung in K N D besitzt. Zum Schluss wird gezeigt, dass alle Losungen der
schwachen Form identisch mit der Losung in K ND und somit gleich der Lésung der starken
Form sind.

1. Sei u Losung der starken Variationsungleichung (V). Wenn die Testfunktionenmenge auf
K ND eingeschrénkt wird, gilt fiir alle v € K N D immer noch

T T
/ (u—ij—l-i)—f,v—u)dt—i—/ alu—v+v,v—u)dt>0,
0 0

r T14 )
/O(O—f,v—u)dt—/o Ealv—m dt
T T
—|—/ a(v,v—u)dt—/ a(v —u,v —u) dt > 0.
0 0

Da u,v € K N'D und a(.,.) koerzitiv mit Parameter « ist, folgt

T T
/ (b—f,v—u)dt—i—/ a(v,v —u) dt >
0 0
1
() = u(T)* + afo —ullz > 0.

Somit ist u auch Losung der schwachen Form (V”).

2. Da die Losung u in K N D liegt und Losung der schwachen Form ist, folgt die Existenz
einer Losung von (V") in K ND.

Seien w,w € K N D Loésungen der schwachen Form (V”). Sei 6 € (0,1). Da K ND konvex
ist, kann (V”) fiir w mit v = (1 —0)w+ 60w und (V") fiir w mit v = (1 —0)w + Ow getestet
werden:

T ) T
/ (1= 0)io + 0 — f,0(i0 — w)) dt + / a((1 — 0)w + 0, 0(w0 — w))dt > 0,
0 0

T T
/ ((1—0)ib+9w—f,0(w—w))dt+/ a((1 — 0)@ + 0w, O(w — @) dt > 0.
0 0
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Durch Addition der beiden Ungleichungen und Division durch 6 erhilt man
T ) ) T
/ ((1—0)w+9ﬁ)—(1—9)w—9w7w—w)dt+/ a((1-0)w+0w—(1—0)w—bOw, w—w)dt > 0.
0 0
Im Limes 6 — 0 folgt mit dem Lemma 2.3
T ) T
/ (0 — w, W — w) dt+/ a(w — w,w — w)dt > 0,
0 0

T].d T
02/ ——\u?—delH—/ a(w — w,w —w) dt
, 2dt A

IV
DN =

[@(T) = w(T)]” + af|d —w|7 > 0.

Also ist @ = w in L?(0,T;U) N L*(0,T;H).

3. w sei die eindeutige Losung der schwachen Form (V”) in K N D geméss zweitem Teil.
Da die Losung u von (V) in K ND liegt und auch (V”) 16st, ist v identisch mit w. Sei
nun w € K eine weitere Losung von (V”). Da K ND in K dicht liegt, existiert eine Folge

(wg)32, € KND, die gegen w strebt. Wir wihlen eine Teilfolge aus, die wieder mit (wy,)
bezeichnet wird, fiir die gilt

1
|we — w||r < e VE.
Aus (V”) folgt fiir alle v e K ND
T T
/ (0= f,v—wy) dt+/ a(v,v —wy) dt
0 0

T T
+/0 (@—f,wk—w) dt—l—/o a(v,w —w) dt > 0. (2.26)

w erfiillt (V). Durch Einsetzen von v = wy, in diese Ungleichung und v = (1 — %) wi+ %w

in (2.26) folgt
T T
/ (w—f,wk—w) dt+/ a(w,wy —w) dt >0,
0 0
T 1 1 1 T 1 11
/0 ((1_E> wk+z ( —f,E(w—wk)> dt+/0 a<(1—E> wk—l—Ew,E(w—wk)> dt
+/T T I ‘dt+/T T DY 7)dt>0
0 2 Wi kw , Wi w ) a % Wi kw,wk w = L.
Multiplikation der zweiten Ungleichung mit k und Addition der beiden fiihrt zu
1 ) . 1y . 1. _
/ 1—— | (wp —w,w—wg)+ | (1—— | wg+ —w— f,k(w, —w) | dt
k k k
1 1 1 _
—i—/a ((1— E) (wk—w),w—wk> +a ((1_E> wk—I—Ew,k(wk—w)) dt > 0.
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Da wg,w € D und wegen der Koerzivitit von af(.,.) gilt fiir & — oo

1
0 §§ klim lwe(T) — w(T)|* + ozklim l|wp — wl|2
<hm‘/T L= DY e+ Lo — £ k(wp — @) ) dt
= oo 0 A k L ) k
r 1 1
+/ a<<1——>wk+—w,k(wk—w)> dt]:A
) k k

Mit der Schwarzschen Ungleichung und der Stetigkeit von af(.,.) folgt weiter

1 1
|A| < lim H(l——)d]k—i——w—f k|wg — @|r
k—o0 k k o ——
< 1
=72

+c

AT
g) R Y

ke ||wy — wHT] —0.
~—_——

T

IA
-

Schliesslich gilt

[wy, — wllr £ 0,

k
1w — w|l Loe (0,7:7) —=0.

Mit der Dreiecksungleichung angewendet auf |w — wy, + wy, — @l folgt die Behauptung.

O

2.2 Der Raum der finiten Elemente

Als endlichdimensionaler Unterraum U, von U konnen die Rdume der finiten Elemente verwen-
det werden. Das Gebiet 2 wird in endlich viele Teilgebiete zerlegt. Man betrachtet Funktionen,
die auf jedem Teilgebiet Polynome sind. Fiir die folgende Beschreibung dieser Funktionenraume
sei  eine beschrinkte, polygonale Teilmenge von IR2. Ist Q C IR oder € IRY, so kénnen
alle Definitionen angepasst werden.

2.2.1 Basisfunktionen

Definition 2 Eine zuldssige Triangulation T einer polygonalen Menge Q@ C IR? ist eine Zerle-
gung in Dreiecke T = {Ty,..., Ty}, so dass keine Ecke eines Dreiecks im Innern einer Kante
eines anderen liegt.

Im Fall Q C IR miisste man die Dreiecke durch Tetraeder ersetzen.

Um zwei Triangulationen beziiglich der Feinheit miteinander vergleichen zu konnen, fithren
wir die Maschenweite h ein. Es sei h(T}) der Durchmesser und p(7}) der Inkreisradius des
Dreiecks T € 7. Wir bezeichnen mit h = maxr,e7 h(T}j) den gréssten Durchmesser und mit
p = miny,e7 p(T};) den kleinsten Inkreisradius der Dreiecke aus der Triangulation 7.
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Definition 3 Fine Triangulation T heisst quasiuniform, wenn es eine Zahl k > 0 mit

(7))
(T3)

gibt. Eine Triangulation mit % < K heisst uniform.

=
~

<k VI;€T

S
N

In einer quasiuniformen Triangulation koénnen die Dreiecke bei konstantem Durchmesser des
Umkreises nicht beliebig flach werden.

Eine Funktion v,, € U,, soll nun aus Funktionen zusammengesetzt sein, die auf einem Dreieck T;
Polynome sind. P;(G) bezeichne die Menge aller Polynome vom Grad kleinergleich ¢ iiber G. v,
kann durch Funktionswerte an einzelnen Punkten bestimmt werden. Besteht v,, eingeschrankt
auf ein 7T; zum Beispiel aus einem Polynom vom Grad 1, d.h. v,|r, € Pi(T;), so ist v,|1,
durch die drei Funktionswerte an den Eckpunkten von T; eindeutig bestimmt. In diesem Fall
stimmen die Funktionswerten von v, am Rand von 7T; mit den Funktionswerten auf dem Rand
des benachbarten Dreiecks iiberein, d.h. die Funktion v,, ist in §2 stetig.

Ist vy |7, ein Polynom vom Grad ¢, so kann es eindeutig durch die Vorgabe von Funktionswerten
an (t+ 1)(t + 2)/2 verschiedenen Stellen bestimmt werden. Werden auch noch die partiellen
Ableitungen an diesen Stellen vorgegeben, so kann die Anzahl der Stellen reduziert werden. Die
Tabelle 2.1 zeigt eine kleine Auswahl von finiten Elementen. Dabei bedeutet ein Punkt, dass der
Funktionswert zur Bestimmung des Polynoms vorgegeben wird. Bei einem bzw. zwei Kreisen
um einen Punkt, werden auch die ersten bzw. ersten und zweiten Ableitungen vorgegeben.
Wird fiir das Polynom die Normalenableitung auf einer Kante benétigt, so ist ein Querstrich
auf der Kante gezeichnet.

lineares Element
3 Freiheitsgrade Unlr € P1 | vn € CV(Q)

quadratisches Element
6 Freiheitsgrade Unlr € P2 | vn € CO()

Argyris Dreieck
21 Freiheitsgrade onlr € Ps | vp € CH(Q)

Tabelle 2.1: Einige finite Elemente

Soll die Funktion v durch v,, € U,, approximiert werden, so kann v,, durch Vorgabe von Funkti-
onswerten und partiellen Ableitungen von v an bestimmten Stellen eindeutig bestimmt werden.
Gilt v € HP(Q), so miissen die Funktionswerte und die partiellen Ableitungen nicht iiberall
existieren. Wie gross muss p sein, damit diese an beliebigen Stellen existieren? Die Antwort
liefert ein Einbettungssatz von Sobolev (vgl. [1]).

Eine Teilmenge Q C IRY erfiillt die Kegelbedingung, wenn zu jedem x € 9Q ein Kegel mit
Spitze in x, echt positivem Offnungswinkel und einer echt positiven Hohe existiert, welcher
ganz in ) liegt. Existieren Offnungswinkel und Hohe unabhéngig von x € 09, so erfiillt 2 die
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Kegelbedingung gleichméssig. Fiir ein solches 2 besagt der Einbettungssatz, dass mit p— % > q

die Einbettung HP(Q) — C%(Q) stetig ist.

Sei u die Losung der Variationsungleichung (V7). Der Regularitétssatz 2.4 besagt, dass u(t) f.f.a.
t € (0,T) in H?(Q) liegt. Mit dem Einbettungssatz folgt, dass fiir Q C IR der Funktionswert und
die erste Ableitung an einer bestimmten Stelle sinnvoll bestimmt werden kann. Fiir Q  IR?
bzw. IR? kénnen nur die Funktionswerte von v € H?(Q) sinnvoll bestimmt werden. Daher
verwenden wir einen Raum von finiten Elementen, der nur die Funktionswerte an bestimmten
Stellen verwendet.

Seien {z'}" ; C Q die Eckpunkte der Triangulation 7. Die Funktionen ¢;(z),j =1,...,7n, die
bei einem Punkt 2/ den Wert 1 bei allen anderen Punkten z* 0 annehmen und dazwischen
linear verlaufen, heissen Pyramidenfunktionen. Es gilt

dj(x') = bij.

Die Pyramidenfunktionen bilden eine Basis fiir den Raum der stiickweise linearen finiten Ele-
mente. Die Dimension dieses endlichdimensionalen Unterraumes ist gleich der Anzahl Eck-
punkte z¢. Da U = H}(Q) approximiert werden soll, miissen die Funktionen auf dem Rand
von ) verschwinden. Daher verwenden wir nur die Basisfunktionen, welche an einer Stelle 2?
im Innern von € den Wert 1 annehmen. Sei n die Anzahl Ecken z* im Innern von §).

Definition 4 Der endlichdimensionale Unterraum Sy von U wird aufgespannt durch die Ba-
sisfunktionen {¢; i1 Ist vy, € Sy, so existiert ein y € IR™ mit op(x) = D0 vidi(x).

2.2.2 Interpolationsfehler

Der Funktionenraum H}(2) N H%(Q) kann durch den oben eingefithrten Raum der finiten
Elemente S}, approximiert werden. Eine bekannte Eigenschaft von Sy, (vgl. P. G. Ciarlet [6])
ist die Folgende. Fiir alle v € H () N H%(Q) existiert ein Element v,, aus Sj,(Q) mit

[vn = v[| < chllv]| g2, (2:27)
vn — 0| < ch?||v]| g2. 2.28
| | H

Bei den Variationsungleichungen muss v,, nicht nur in Sj(€2), sondern auch in der konvexen
Menge K, liegen. Dies muss fiir das v, in (2.27) und (2.28) nicht zutreffen. Die Abbildung
2.1 zeigt eine Funktion v € H2(0,1) und ihre Projektion beziiglich der L2-Norm in den Raum
der stiickweise linearen finiten Elemente mit h = %. Dabei erfiillt v die Hindernisbedingung
Y(x) = 0 < v(x). Die Projektion von v in Sy, ist die beste Approximation von v. Sie erfiillt

diese Bedingung jedoch nicht und liegt somit nicht in K,.

v soll durch ein Element aus K,, approximiert werden. Wegen des Einbettungssatzes ist v in
den Eckpunkten {z'} der Triangulation 7 definiert.

Definition 5 Die Abbildung

Im:U — Sy, ’U'—>HU:Z’U($1‘)¢1‘
i=1

heisst Interpolationsoperator. Die Funktion Ilv ist die Interpolierende von v.
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Abbildung 2.1: Projektion in den Raum der stiickweise linearen finiten Elemente.

Wie gut approximiert nun IIv die Funktion v? Dazu folgen wir der Argumentation von Braess
[4]. Das néchste Lemma liefert eine Fehlerabschétzung fiir die Interpolation durch Polynome.
Wir bezeichnen mit |v|g¢ die Halbnorm in HY, d.h.

ol = [ 3 (D"u(e) e

|af=t

Lemma 2.12 Sei G C IR? ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Seiu € HY(G) mit t > 2.
Seien s = t(t+1)/2 Punkte 2',...,2° in G gegeben, an denen die Interpolation 11 : Ht — Py_4
wohldefiniert ist. Dann existiert eine Konstante ¢(G,z',... %) mit

lw — Tlu|| e < clu|lge  Yu € HY(G).
Im Beweis wird gezeigt, dass die Norm
s .
Holll := [vlae + Y o(zh)]
i=1

dquivalent zur Norm ||v]| g+ ist. Damit folgt fiir ein u € H'(G), da u(x?) = Hu(x*) und D*Mu =
0 mit |a| = t,

[ = Tul| g < e(G)[[u — Tuf]|

= ¢(G) (\u — ulge + Y _ Ju(a’) — HU(wi)!>

i=1
= ¢(G)|u — u| gt = c(G)|u|gt.

Um eine Fehlerabschitzung fiir die Interpolierende zu erhalten, moéchten wir das Lemma 2.12
auf die einzelnen Dreiecke der Triangulation 7 anwenden und aufsummieren. Das Problem ist
nun, dass die Konstante ¢ vom jeweiligen Gebiet abhéngt.

Folgende Idee umgeht dieses Problem. Sei T)..; das rechtwinklige, gleichschenklige Dreieck mit
den Katheten der Linge 1. Sei 7 = {T1,...,Ta} eine quasiuniforme Triangulation von €. Fiir
jedes T; € T werden drei Schritte durchgefiihrt:
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1. Transformieren T; affin in T,..y.
2. Wenden Lemma 2.12 an.
3. Transformieren T;..; affin zuriick in T;.
Was passiert bei der Transformation mit den Normen? Seien G, G affin dquivalent, d.h. es

existiert eine affine Abbildung F : G — G, F(%) = o + B# mit B regulir. Fiir v € H™(G) ist
dann ¢ :=vo F € H™(G). Es gilt die Transformationsformel

8]y < elmm)l|BI™ | det BI™2lo]sm - (2.29)

Der Beweis basiert im Wesentlichen auf der Transformationsformel von Mehrfachintegralen.

Beim Hin- und Hertransformieren in quasiuniformen Gittern verlieren wir keine h-Potenzen.
Seien F : T — T die affine Transformation, 7 und r die Umkreisradien von T bzw. T und 0, P
die Inkreisradien der entsprechenden Dreiecke. Fiir d € IR? mit |d| < 2j existieren ¢, 2 € T mit
d=y—2 DaF(y),F(2) €T, gilt

[F(9) = F(2)| = |Bd| < 2r,
r

1Bl < =.

p

Da 7 quasiuniform ist, folgt mit der gleichen Uberlegung fiir B~!

IB|l- 1B < = <«

)
73| >
73>| >

Satz 2.13 (Braess [4]) Seit > 2 und T eine quasiuniforme Triangulation von Q. Dann gilt
fiir die Interpolation durch stiickweise Polynome vom Grad t —1 mit einer Konstante c¢(§2, k,t):

lu = Tull gy = [ > lu=Tul3n gy < b ulpeg)  firue HY(Q),0 <m < t.
T;eT

Beweis: Fiir T}.cr gilt rpep = 1 und ppey = 1+x/§ >z 2. Sei Ty € T beliebig und F : T; — Trey

sei die affine Transformation. Fiir den Interpolatlonsfehler gilt

(2.29)
lu — Tu|gmz;y < 1| BI|™|det B|~2|i — IId| gy
< c1||B||™| det B|~V2||i — ITa|| g

ref)
Y}Pf

L2.
< CzHBllmldetB\_l/2|ﬂ|Ht(T

ref)
(2.29)
< g\ BI™ et BT BT det B ul ge(ry

< cs (IBI - 1B ™ 1B~ ful e ryy

Mit ||B| - |B7Y| < #(1 4 +/2) und || B~ < 5r <5hfolgt fiir alle | <m <t

< o

lu — HU‘HZ(Ti) < cht_l|u]Ht(Ti).



24 2 PARABOLISCHE VARIATIONSUNGLEICHUNG

Durch Quadrieren und Summieren {iber alle [ von 0 bis m folgt fiir h < 1
| — T0ul| gom 1y < ch' ™™ |ul gre(ry)-

Summation iiber alle T; € 7 fiihrt zur Behauptung. g

Die Verallgemeinerung des Lemmas 2.12 ist das Lemma von Bramble und Hilbert (siehe [4]).
Damit kann der Satz 2.13 fiir Gebiete Q C RY bewiesen werden.

In dieser Arbeit verwenden wir ausschliesslich stiickweise lineare finite Elemente. S}, besteht
somit aus allen Funktionen, die eingeschrinkt auf ein Dreieck T; € 7 linear und in ganz €2
stetig sind.

2.2.3 Eigenwertabschitzung des elliptischen Operators in S},

a(.,.) beschreibt eine elliptische Bilinearform auf S;. Nach dem Darstellungssatz von Riesz
existiert ein A, : S, — S}, mit

a(tn, vn) = (Aptn, vy) Yy, Uy € Sp,. (2.30)

Nach der Definition 4 lassen sich wy,v, schreiben als u,(z) = > yi¢i(x) und vy(z) =
Yoy zi¢gi(z). Damit kann (2.30) mit Apu, == Y ;" YA, i¢i geschrieben werden als

n

a(un,vn) =a [ D b, > zidi | = > wvizja(di, ¢;)
i=1 j=1 1,j=1 (231)

n n n
a(tn,vn) = | Y yanidin ¥ 205 | = Y yanizi(di, ¢;)-
i—1 j=1

i,j=1

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir die Massematrix M;; := (¢;, ¢;) und die Stei-
figkeitsmatrix S;; := a(¢;, ¢;) ein. M und S sind symmetrisch und positiv definit. Beschreibt
(.,.) das Standardskalarprodukt in IR™, so entspricht (2.31)

(y,52) = (ya,, M=2) (2.32)

und es folgt y4, = M~'Sy. Fiir die spezielle Bilinearform mit a* = T fiihren wir die Matrix
Gij = (VQSZ,V(ﬁJ) ein.

Lemma 2.14 Sind A, B positiv definite, symmetrische und reelle Matrizen, so besitzen A™'B
und VAT BVA=T die gleichen Eigenwerte.

Beweis: Da A symmetrisch und reell ist, existiert eine orthogonale Matrix U und eine Diago-
nalmatrix D mit

A=UDUT.

D ist auch positiv definit. Damit kann die Quadratwurzel von A definiert werden durch vA :=

UVDUT = /A",
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Sei § der Eigenvektor zum Eigenwert A von A~ IB. A ist regulir also auch A~! und v A1
Somit existiert ein 5 mit v A 5 £. Es folgt

A7IBe = )¢,
AT'BVA-1E = \WA-IE

-1
Nach der Multiplikation von links mit ( A*1> folgt die Behauptung. O

Lemma 2.15 Sind )\ﬁzn, Ag;x der kleinste bzw. grosste Eigenwert von a¥, so gilt

AT AG <A < NS < za \G

min® ‘min — min —= max — max’ 'max-

Beweis: Es ist (y, Sy) = szzl viy; a(¢s, ¢;) und
S,
ij

5= [ g e
- (wi, (ak’)w)j) .

Fiir (y, Sy) folgt

(v, 8y) = > yiyi(Vos, (a*) V)

4,j=1

= Z yzvd)za Z Yj v¢]
< M (. G).

Damit folgt mit der Quotientenregel von Rayleigh )\max < A NG Die Ungleichung fiir A2

max’'‘max-* min

folgt analog. O

Nun soll der kleinste und der grosste Eigenwert von M ~1S abgeschiitzt werden.

Satz 2.16 Sei Sj, der Raum der linearen finiten Elemente mit einer quaswmformen Trian-
)\M 1S

gulation von €0 mit Maschenweite h. Fiir den kleinsten Figenwert A,

AMLS pon MLS gilt

und den grossten

MM 1S>C(Q) und  AM'S < & (E)

min max = h2
Beweis: Betrachten wir fiir Funktionen aus U das Eigenwertproblem

a(u,v) = Au,v) in Q und
u=0 auf 012,
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so gilt fiir den kleinsten Eigenwert nach der Quotientenregel von Rayleigh

N — mi a(u,u) . alup,un) . (y,Sy)
1 = 1Inin S M ———5— = 1min .
ueY |U’2 Un €U, |Un|2 yeR™ (yv My)
u#0 Un#0 y#0

Ersetzt man y durch v M~1z, so folgt

M < min VM2 SVMTZ) VATV

ZZE%H (Z, Z) min

A1 ist eine nur von der Menge {2 abhédngende Konstante. Damit folgt mit dem Lemma 2.14 die
erste Behauptung.

Die Abschiitzung des grossten Eigenwertes kann wie folgt aufgeteilt werden. Es gilt

1 —1 -1 —1 _
)\M_ls = max (\/M o S\/M y) = Imax (\/M va\/M y) (y’M 1y)
max vl (y,9) veR" (y, M~1y) (¥,9)
=vVM-T M-t
) < ! max ((Z’SZ)) ax W
eR™ (2,2 eR™ )
zzﬂ) yy;éo 12)

S
Fried [10] hat gezeigt, dass fiir jede Wahl der Triangulation i*}@;f“‘ < 5z gilt. Die Konstante
hingt von der Geometrie der Dreiecke ab. Sie wéchst, je kleiner ein Winkel eines Dreiecks der
Triangulation wird. In quasiuniformen Gittern konnen die kleinsten Winkel mit Hilfe von &

nach unten und damit die Konstante ¢ nach oben beschrinkt werden. O

Wird zum Beispiel im eindimensionalen Fall das Intervall [0, 1] in n+ 1 Teilintervalle der Lange
h = n+r1 aufgeteilt, so konnen die Eigenwerte von M und G alle exakt berechnet werden. Es
gilt

41 0 2 —1 0
h 1| =
=21 CoG=1 |
6 1 -1
0 1 4 0 1 2

M und G besitzen die Eigenwerte

h i
MM _ 29 \G =
P (e sn)

Damit kann MM ' abgeschiitzt werden durch

T

(2+2cos 1> fire=1,...,n.

SHE

n -+

\MAG 2+2cos;i7 3 12

max =~ — — T 312 — 12°
2—cosZg h h
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2.3 Approximation der Variationsungleichung

2.3.1 Die semidiskrete Variationsungleichung

Eine mogliche Approximation der Variationsungleichung (V) erhalten wir durch das Galerkin-
verfahren. Dabei wird das ganze Problem in einem endlichdimensionalen Unterraum von U
betrachtet. Sei U,,(2) ein n-dimensionaler Unterraum von U. Eine Moglichkeit fiir U, ist der
Raum aufgespannt durch finite Elemente. Die Variationsungleichung (V) habe ihren Ursprung
in einem Hindernisproblem mit den Hindernisfunktionen ¢ und 1. Zunichst werden die Funk-

tionen 1 und 1) durch geeignete Funktionen w und 1,, aus U,, approximiert. Dann wird in U,
die Menge K ersetzt durch

K, = {v, € L*(0,T;U,,) : Y (z) Swvp(z,t) < ¥, (x) f.fa. (x,t) € QY.

Mit der Anfangsbedingung u, o € K, und der Definition von D,, = {v, € L2(0,T;Uy,) : vy €
L%(0,T;Uy), v (0) = upo} erhalten wir die (V) entsprechende semidiskrete Variationsunglei-
chung.

Finde u,, € K,, N D,, so, dass
T T T
/ (T, Uy, — uy) di +/ a(Up, vy — uy) dt > / (fyvn —uy) dt Vv, € K.
0 0 0 (2.33)

Seien ¢;(x) fir ¢ = 1...n die Basisfunktionen des Unterraumes U,,. v, und w, konnen als
Linearkombination der Basisfunktionen dargestellt werden. Mit v, (x,t) = Y 1" | z(t)¢;(z) und

up(z,t) = > 1 yi(t)di(x) folgt aus (2.33)

T n.on T n n
/0 Zzyi(t)(zj(t)_yj(t))(¢ia¢j)dt+/ DN i) (=) — yj(t)aldi, ¢j)dt

i=1 j=1 0 =1 j=1
> /0 sz 0)(f.05) dt. (234)

Mit I := (f, ¢;), der Massematrix M und der Steifigkeitsmatrix S lasst sich die Variationsun-
gleichung (2.34) schreiben als

T T T
/0 (y,M(z—y))dt+/0 (y,S(z—y))dtz/O (I, 2 —y) dt,

wobei y(t) € IR". Die Elemente in K,, N D,, sind nach Lemma 2.3 stetig beziiglich der Zeit. Sei

2(t) € Ky ={weR": ¢ <Zwl¢)l ¥, (x) f.fa. in Q}.

Zudem sind alle Komponenten von z in L2(0,T). Mit der Anfangsbedingung yo € K,, definieren
wir

K, :={we L*0,T;R") : w(t) € K, ffa.tec[0,T]},

D, :={w € L*0,T;IR") : w € L*(0,T;R™), w(0) = yo}.

Damit kann die semidiskrete Variationsungleichung fiir die Koeffizientenvektoren formuliert
werden.
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Semidiskrete Variationsungleichung: Finde y € K, N D,, mit
T EE—
/ (Mj+Sy—1l,z—y)dt>0 VzeK,. (S)
0

Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Lemma 2.10, kann man zeigen, dass die
Losung y(t) fiir fast alle ¢ € [0,7] auch die Variationsungleichung

(My(t) + Syt) — 1,z —y(t)) >0 Vz e K, (S

erfiillt.

2.3.2 Eigenschaften der semidiskreten Lésung

In diesem Abschnitt werden folgende Bezeichnungen verwendet. Es steht y(t;—) fiir
lime o y(t; — €) und y(t;+) fir lime_oy(t1 + €). |.| bezeichnet die Standardnorm in IR™ und
I.llas die Norm beziiglich dem Skalarprodukt (.,.)as := (M.,.).

In einem beliebigen Hilbertraum H ist die Projektion auf eine konvexe, abgeschlossene Teilmen-
ge K so definiert, dass zu einem z € H das y € K gesucht wird mit ||z —y|| g = infyex ||[z—2| z.
In jedem Hilbertraum gilt die Parallelogrammidentitét, d.h. fir a,b € H gilt

la+ blI%; + lla — bllF =2 (lallZ + [1BlI7) - (2.35)

Sei y* eine Minimalfolge in K, d.h. limg_.o ||¥* — 2|z = d = inf ek ||z — v|| . Mit (2.35) folgt

2

1
z— —(yF +4)

lv* — 1% =2z — yF |15 + 20|z — |3 — 4 5

H
Wegen der Konvexitit von K liegt %(vk + ') in K, und es gilt
Ily* = y'lI7 < 201z = y* 17 + 2]z = ' |5 — 4d>.

Somit ist limg ;— ||y* — (|3 = 0. Da H vollstéindig ist, existiert ein y € K mit limy_o y* = y.
Seien y1,y2 zwei Projektionen von z auf K, d.h. es gilt ||z — yillg = ||z — y2llg = infyex
Iz — v||g = d. Durch Einsetzen von a = z — y; und b = z — y in (2.35) folgt

)

Somit ist die Projektion auf eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge von H eindeutig. Diese
Projektion kann durch eine Variationsungleichung charakterisiert werden (vgl. [12]).

Y1+ Y2
2

z —

ly2 — y1l|F =2 (HZ —yillE + llz = yellf — 2

<2 (|2 —wnll% + Iz — wl% — 24%) = 0.

Proposition 2.17 Sei K eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge des Hilbertraumes H und
z € H. y € K ist genau dann die Projektion von z auf K, y = Prg z, wenn

(y,v—y)z(Z,v—y) VUGK

gilt.
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Beweis: Seien y = Prg z und v € K. Fiir alle 6 € [0, 1] liegt y + 6(v — y) in K. Die Funktion
GO) = lz—y— 0=yl = llz —yllis —20(z — y,v —y) +6[lv — [
nimmt ihr Minimum in § = 0 an. Somit ist G'(0) > 0, d.h.

—(z—y,v—y) =0 Vv e K,
(yv—y) > (z,v—y) WweK.

Umgekehrt gilt fiir alle v € K
0<(y—zv—z+z—y)=—lly =z} + @y —zv-2).
Daraus folgt
ly — 2% < (v — 20 —2) < |ly = 2llullv - 2lla-

Nach der Division durch ||y — z|| g wird klar, dass fiir y der Abstand zu z am kleinsten wird.
Somit ist y = Pry, 2. O

Nun fithren wir den Normal- und den Tangentialkegel einer konvexen, abgeschlossenen Teil-
menge eines Hilbertraumes H mit Hilfe dieser Projektion ein.

Definition 6 Sei K C H eine konvexe, abgeschlossene Menge und y € 0K . Wir definieren

Ni(y) =Pric'(y) — v,
Tk(y) :={ve H:(w,v) <0, Ywe Ng(y)}.

Nk (y) heisst der Normalkegel der Menge K im Punkt y und Tk (y) der Tangentialkegel im
Punkt y.

Geometrisch kann der Tangentialkegel als Durchschnitt aller Halbrdume begrenzt durch Stiitz-
hyperebenen der Menge K im Punkt y € 0K definiert werden. Damit wird klar, dass Tk (y)
nicht vom gewihlten Skalarprodukt abhédngt. Hingegen héngt Nx (y) sehr wohl vom Skalarpro-
dukt ab. Ng(y) ist die Vereinigung der Normalenvektoren aller Stiitzhyperebenen im Punkt
y. In dieser Arbeit wird Nk (y) ausschliesslich beziiglich dem Standardskalarprodukt definiert.
Die Abbildung 2.2 zeigt in einem 2-dimensionalen Beispiel die beiden Kegel.

Grundsétzlich werden fiir die Diskussion der Variationsungleichung (S) zwei Félle unterschie-
den, je nachdem ob y(¢) im Innern oder auf dem Rand von K, liegt.

Lemma 2.18 Seiy die Losung der semidiskreten Variationsungleichung (S). Liegt y(to) fiir
ein ty € (0,7) im Innern von K, so gilt fir ein § > 0

My(t) + Sy(t) —1=0
fir fast alle t € [tg — d,t0 + 6].

Beweis: Da y(t) stetig ist, existiert ein Intervall I := [tg — d,t + J] so, dass fiir t € I y(t)
immer noch im Innern von K, liegt. Der minimale Abstand von y(I) zum Rand von K,

d:=min min |w —y(¢
nin min [u—y(t)
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Abbildung 2.2: Die Mengen Nk (y) und Tk (y).

ist echt positiv. Sei p: I — IR" eine beliebige, stetige Funktion nicht identisch 0. Mit

o) = y(t) firt ¢ I,
y() + s ri(t) vt e 1,

liegt z(t) fiir alle ¢t € [0,7] in K,. Wird dieses z(t) in die semidiskrete Variationsungleichung
(S) eingesetzt, so folgt

to+0
/ (My+ Sy — 1, u)dt > 0. (2.36)
to—0
Wir kénnen p(t) ersetzen durch —p(t) und erhalten zusammen mit (2.36)
to+0
/ (My+ Sy — 1, u)dt = 0.
to—0

Da p beliebig gewédhlt werden konnte, folgt unmittelbar
My(t)+ Sy(t) —1=0 fiir fast alle ¢t € 1.

O

Liegt y(tg) im Innern von K, so kann mit diesem Lemma die Losungsfunktion y als Lésung
eines Systemes gewohnlicher Differentialgleichungen eindeutig bestimmt werden, bis y(t) in
einem Zeitpunkt t; den Rand von K, beriihrt. Liegt 5(t;—) = M~'(I — Sy(t1)) nicht in
Tk (y(t1)), so muss sich die Richtung ¢(¢1+) unstetig dndern, da y(¢) in K,, bleiben muss.
Was kann im Zeitpunkt ¢; passieren?

Lemma 2.19 Trifft die semidiskrete Losung y(t) im Zeitpunkt t1 auf den Rand von K, und
ist y(t1—) € Tk (y(t1)), dann existiert ein § > 0 mit y(t) € 0Ky, firt € [t1,t1 + 4].

Beweis: Annahme: y(t) liege fiir jedes ¢ aus einer Umgebung von ¢ mit ¢ # ¢; im Innern von
Ky, und g(t—) # y(ta+).
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Nach dem Lemma 2.18 gilt

My(ti—) + Sy(t1) —1 =0,
My(t1+) 4+ Sy(t1) —1=0

Durch Subtraktion folgt
M(y(ti—) — y(t1+)) = 0.

Da M positiv definit ist, folgt ein Widerspruch zur Annahme. g

Satz 2. 20 (Ex1stenz und Eindeutigkeit) Fir fast alle t € [0,T] mit y(t) € 0K, und
y(t) = M1 — Sy(t)) ¢ T (y(t)) eistiert eine eindeutige Richtung q(t) € T (y(t)) mit

(t—i—At =y(t —i—fHAt s)ds und
(Mq(t) + Sy(t) — 1,z —y(t)) >0 Vz € K,.
Die Richtung q(t) ist die Projektion beziiglich dem Skalarprodukt (M., .) von 4(t) auf die Menge
Tk, (y(t)).
Ky

Beweis: Sei ¢(t) die Projektion beziiglich dem Skalarprodukt (M.,.) von g(t) auf Tk (y(t)).
Nach der Proposition 2.17 gilt fiir ¢(t)

(M(q(t) = y(1)),w —q(t)) 20 Yw € T (y(1)). (2.37)

q(t) liegt auf dem Rand von Tz (y(t)). Die Ungleichung in (2.37) beschreibt eine Stiitzhy-
perebene zu Ty (y(t)) im Punkt q(t). Da Ty (y(t)) ein Kegel mit Spitze in y(t) ist, folgt

—M(q(t) —4(t)) € Ng (y(t)) und es existiert ein n € N mit
M(q(t) = y(t)) = Mq(t) + Sy(t) =1 = —n. (2.38)
Wird w =0 € T (y(?)) in (2.37) eingesetzt, so folgt, da ¢(t) € Tz (y(t)) und n € Ng (y(1)),

0 < (M(q(t) — y(1), —4(t)) = (n,q(t)) <0,
(n,q(t)) = 0.
Da fiir y(t) € 0K, und z € K, die Differenz z — y(t) in Tz (y(t)) liegt, gilt nach (2.38)
(Mq(t) + Sy(t) — L,z —y(t)) = — (n,z—y(t)) >0 Vze K,.
<0

Damit ist die Existenz einer Richtung ¢(t) € Tz (y(t)) gezeigt.
(S7) im Zeitpunkt ¢ + At mit y(t + At) = y(t) + ft+At s)ds und z = y(t) liefert

(Mq(t + AL+ S <y(t) + /t t+Atq(s)ds> - /t t+Atq(s)ds> > 0.

q ist integrierbar, somit folgt mit dem Differentiationssatz von Lebesgue (2.19) im Limes
At — 0 fiir fast alle ¢ € [0, 7]

(Mq(t) + Sy(t) — 1, —q(t)) = 0.
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Da —(Mq(t) + Sy(t) — 1) € Ng (y(t)) und q(t) € T (y(?)), folgt
(Mq(t) + Sy(t) —1,4(t)) = 0.

Seien ¢1(t) und g2(t) Richtungen aus Tz (y(t)) mit

Maqy(t) + Sy(t) —
Mg (t) + Sy(t) —

—ny  und (n1,q1(t)) =0,

l 0
l=—n2 und (ng,qt)) =0.

Nach Subtraktion gilt
M(q1(t) = q2(t)) = ng — na.
Fiir die M-Norm von ¢ (t) — g2(t) folgt

0 < llar(t) = @2(®)ll3s = (n2, 1 (t) — q2(t)) — (1,1 (1) — g2(1))
= (n2, 1 (t)) + (n1,42(t)) <0.

-~

<0 <0

Damit schliessen wir q;(t) = ¢o(t) fiir fast alle t € [0, T]. O

In fast jedem Zeitpunkt ¢ € [0,7] in dem y(t) auf dem Rand K, liegt, bestimmt der Satz 2.20
die eindeutige Richtung g(¢). Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 2.18 die Existenz und
die Eindeutigkeit der Losung der semidiskreten Variationsungleichung (S).

Korollar 2.21 y(t) sei die Losung des semidiskreten Problems (S). Ist uy o = Hug, so gibt es
ein ¢ unabhdngig von h und u mit

sup ||g(t)[lar < [f] + cluo| g2 + |Augl.
te(0,7)

Beweis: Wie im Lemma 2.8 kann gezeigt werden, dass ||y(t)|| s monoton fallend ist. Damit
folgt fiir alle ¢t € (0,7")

l)lar < 1M1 = M~ Syoar. (2.39)

Fiir ein beliebiges v, (z) = Y z;¢;(x) € Sy, gilt

[(fson)l S UL lonl =[] - N2l ar- (2.40)
Esist |(f,vn)] = |(I, 2)| = |(M 11, 2)ps|. Durch Einsetzen von z = M ~!l erhélt man zusammen
mit (2.40)
M3, < 11 1M,
1M~ s < 1. (2.41)
Dain U ||.|| und die Halbnorm |.|;; 4quivalente Normen sind, kann (2.10) fiir u,v € U geschrie-

ben werden als

la(u, )] < clululoly. (2.42)
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Fiir | M ~1Syolla # 0 folgt mit up,0(x) = D | yo;¢i(x) und (2.42)

1M~ Syoll3y = (Syo, M~ Syo) = a (un,OaZ(MlsyO)i¢i>

i=1

=a (Un,o — up, Z(MlSyo)iﬁbi) +a (an Z(MlSyo)iﬁbi) :

i=1 =1

Die Normen kénnen geschrieben werden als | >0 (M ~1Syg);¢ilu = /(GM 1Sy, M~1Sy,)
und | Y0 (M~1Sy0)idi| = /(Syo, M~1Syp). Damit ergibt sich die Abschétzung

M~ Syol|3s < clltuno — uollv/ (GM~1Syg, M—1Syg) + | Aug|v/(Syo, M1 Syp).

e _ . . (GM~1Syo,M 15 VM-TTGVM-
Nach der Division durch ||M~1Sygl|ys gilt mit ( (Syo,]?\J/‘?LlSyo)yO) < AyMmHGVMT

_ 17T —
1M~ Syollar < cllun,o — uol|\/ AN GVMTE 4| Augl.

Da up o = Hug, folgt mit dem Satz 2.13, den Lemmata 2.14, 2.15 und dem Satz 2.16

HMASyOHM < clug| gz + |Aug|. (2.43)

Aus (2.39) folgt zusammen mit (2.41) und (2.43) die Behauptung. O

Wir kénnen |u, |, wie im Lemma 2.7 abschétzen.

Lemma 2.22 Sei u,, die Losung der semidiskreten Variationsungleichung (2.33) und wuy o =
ITug, so gibt es eine von h und u unabhdngige Konstante ¢ mit

[Gnlr < [flr + cllunol
< [f1+ e(hluol g2 + [uol))-

Beweis: Sei 7 > 0. Mit

(21) up(z,t —71) fir t € (7,77,
vp(z,t) =
U (z,t) fiir t € [0, 7]

eingesetzt in (2.33) folgt nach Division durch 7

/TT <un(t) s Uun (t — 7'7)— — un(t)> ta <un(t), Up(t —7) — un@)) -

/TT (My(t), w> 4 (Sy(t) 1, w> it > 0.

Die gleichen Argumente wie im Beweis vom Lemma 2.7 fiithren zu

T T

, . 1

[tin |7 = \// 93,4t < \// | M=11)3,dt + —=]y(0)||s- (2.44)
0 0 \/§
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Mit (2.41) kann |[M ~1||p; durch |f| abgeschiitzt werden. Zudem gilt wegen der Stetigkeit der
Bilinearform a(., .)

(2.45)

Iy = a(un,0,1n0) <

Es gilt mit dem Satz 2.13 ||up ol < ||[Huo —uol||+||uo|| < ch|uo| g2 + ||uol|. Zusammen mit (2.44)
und (2.45) folgt die Behauptung. O

Lemma 2.23 Sei y die Losung der semidiskreten Variationsungleichung (S) im Unterraum
Sy. Sind yn = Iy und +,, = 1y die Approzvimationen zu ¥ und 1 in Sy und ist upo = [ug,
so gilt

o IMSy@)llar < 21 f] + ¢ (luol w2 + [¢lmz + [ 2) + [Auo| + |AY| + [AY].
te(0,

Beweis: Nach (2.32) ist ya, = M~1Sy. I (t) und 1(t) seien wieder die Koinzidenzmengen, nun
aber zu den Hindernisfunktionen yn und v,,. Analog zum Beweis von Lemma 2.9 folgt

[ Antin (1)) < | Anun Ol 1umy) T 1At Oz + [Anun @117 7)- (2.46)
Aus (2.33) folgt fiir t € (0,T) und fiir fast alle z € Q\ (L(t) UI(t))
Un(x,t) + Apun(z,t) = f(z).
Damit erh&lt man mit dem Korollar 2.21
At ()] oo aom) < 11+ )] = 7]+ 19
< 2|f] + cluol g + [Aug|- (2.47)

Wie im Beweis von Korollar 2.21 folgt fiir die Hindernisfunktion ¢ mit ¢ (z) =>7L, ¥;¢(x)

n

[Antp 7= (ST, MT'ST) =a(y Y (M 'ST);¢)
=1

=a(yp, — ¥, Y _(M'SU)igy) +a(, Y (M 'S¥);¢;)

=1 =1
<cly, — IV (GM1SY, M-18Y) + [Ay|(ST, M~ 'SE).

Damit erhélt man nach der Division durch |4,% | mit dem Satz 2.13, den Lemmata 2.14, 2.15
und dem Satz 2.16

Ant | < ety + |AD). (2.48)

|M=LSy(t)||amr = |Anun(t)] und (2.46) bestitigen zusammen mit (2.47) und (2.48) die Behaup-
tung. Il

Wenn y den Rand von K, trifft, #ndert sich y unstetig. Im né&chsten Korollar wird der Fall
untersucht, wo y den Rand wieder verlésst.



2.3 APPROXIMATION DER VARIATIONSUNGLEICHUNG 35

Korollar 2.24 y sei die Losung der semidiskreten Variationsungleichung (S), welche im Zeit-
punkt to € (0,T) den Rand OK,, verlasse. Dann ist y in to stetig, d.h.

y(t2—) = y(tat).
Beweis: y(t) liegt fiir t € (t,t5 + €) im Innern von K,,. Daher gilt nach Lemma 2.18
Gta+) = MM = Sy(t2)) = 4(ta). (2.49)

y(ta—) ist nach Satz 2.20 die Projektion von ¢(ts) auf die Menge Tk (y(t2)). Da 7(t2) wegen
(2.49) bereits in T (y(t2)) liegt, folgt

y(ta—) = y(tat).

O

Ein Unterschied zwischen parabolischen Variationsgleichungen und Variationsungleichungen
besteht darin, dass bei Variationsungleichungen die stationdre Losung in endlicher Zeit erreicht
werden kann. Die stationdre Losung y* erfiillt die Variationsungleichung

(Sy* —l,z—y*) >0 Vz e K,.

Damit y* in endlicher Zeit erreicht werden kann, darf y* nicht im Innern von K, liegen, d.h.
S~ ¢ K,.

Korollar 2.25 Trifft die Losung y der semidiskreten Variationsungleichung (S) im Zeitpunkt
t1 € (0,T] auf den Rand von K, und gilt | — Sy(t1) € N (y(t1)), so ist y(t1) die stationdre
Lésung von (S), d.h. y(t1) = 0.

Beweis: Nach (2.37) gilt mit § = M~'(l — Sy(t1))

Durch Einsetzen von w = 0 folgt, da My =1 — Sy(t;) € Ng (y(t1)) und g € T (y(t1)), dass

0<lgl3 < (My,y) <o0.

Eigenschaften von g, wenn K, ein Polytop ist

Definition 7 FEin Polytop ist eine konvezre abgeschlossene Teilmenge von IR™, die als Durch-
schnitt endlich vieler Halbridume geschrieben werden kann. Ist B € R™ ™ und b € R™, so ist
ein Polytop gegeben durch

P={yeR": By <b}.
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Die Zeilenvektoren von B sind gerade die dusseren Normalenvektoren zu den Hyperebenen,
welche die Halbraume begrenzen. Ist das Polytop P beschréinkt und nicht leer, so ist der Rang
der Matrix B gleich n.

Fiir die weiteren Untersuchungen spielt der Rand von K, eine wichtige Rolle. Daher miissen die
Randpunkte genau beschrieben werden. Liegt y(¢;) auf einer (n — k)-dimensionalen Randfldche
von K, so existiert eine (k x n)-Untermatrix B von B mit dem Rang k, Bry(t;) = br und
Brey(t1) < bpe. F C {1,...,2n} ist die Indexmenge aller Zeilen von B, die in B iibernommen
werden. F¢ := {1,...,2n}\F bezeichne das Komplement von F. bz und br- erhalten wir analog
aus b. Ein Vektor aus dem Normalkegel kann als positive Linearkombination der &usseren
Normalenvektoren beschrieben werden. Daher gilt

Nig ={veR": Bl{r=v,&r € RE},

Tf(n = {U €IR": Brv < 0}.
Satz 2.26 Seiy die Lisung von (S) und K, sei ein Polytop P = {y € R" : By < b}. Fiir ein
t € 10,17 liege y(t) auf einer (n — k)-dimensionalen Randfliche von P. Sei F die Indexmenge
mit Rang(Br) = k, Bry(t) = by und Brey(t) < bre. Ist y(t) ¢ T (y(t)), so existiert eine
eindeutige Teilmenge F' C F mit

y(t) = y(t) + M~ BLEx
wobei —(Br M~'BL) 'Brij(t) = p.
Beweis: Nach Satz 2.20 ist (t) die Projektion von g(t) auf T (y(t)) beziiglich dem Skalar-
produkt (M.,.). Da y(t) ¢ T (y(t)), muss y(t) auf dem Rand von T (y(t)) liegen, d.h. es
existiert ein 7' C F mit
Bry(t) =0, Brgy(t) <O0.

Diese Indexmenge F' ist wegen der Eindeutigkeit der Projektion eindeutig. Nach (2.38) gilt

M(y(t) — 4(t)) = BL&r  mit & < 0. (2.50)
Mit Hilfe von Bz gy(t) = 0 wird (2.50) nach £z aufgelost,
y(t) —y(t) = M~ Bpép,

—Bry(t) = Be M~ 'BL ¢ (2.51)

Br M *1B}, ist invertierbar, da der Kern nur aus dem Nullvektor besteht. Es sei ¢ € IR¥ mit
("B M~'BL,( = 0. BL( liegt somit im Kern von M ~*. Da M regulér ist, gilt BL,¢ = 0. Aus
Rang(Bg) = k folgt ¢ = 0.

Auflésen von (2.51) fiihrt zur gewiinschten Gleichung fiir £/,
—(BeM~'BL) ' Bry(t) = &xr.
Durch Einsetzen in (2.50) ergibt sich fiir §(¢)
M(5(t) — y(t)) = —BL(BxM~'BL) ' Bry(t),
y(t) = y(t) = M~ BL(Bm M~ BL) ™ Bry(t).
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Korollar 2.27 Ist y(t) die Lisung des semidiskreten Problems (S), so gilt firt € [0,T]
l9I3r = lg@)13s = (Bry(t), (B M~ BL) ™' Bry(t).

Beweis: Nach Satz 2.26 gilt
§(t) = y(t) — M~ BL(Bs M~ 'BL) " Bry(t).
Fiir die M-Norm von g(t) folgt

50113 =(9(t), My(t)) — 2(y(t), BE (B M~ BL) ™' Bry(t))
+ (M~ 'BL(Be M *BL) ' Bry(t), BL (B M *BL) ' Bri(t))
=lly®)lI3; —2(Bry(t), (Br M~ BL) " Bry(t))
+ (B#y(t), (BeM~'BL,) " Bry(t)).

2.3.3 Diskrete Variationsungleichung

Damit die semidiskrete Variationsungleichung (S) durch eine Quadraturformel approximiert
werden kann, muss auch die Zeitachse diskretisiert werden. Durch die Unterteilung des Zeitin-
tervalls [0, 7] in Abschnitte der Léange 7 kann die Ableitung durch einen Differenzenquotienten
approximiert werden. 3* sei die Losung der folgenden Variationsungleichung und approximiere
y(t) im Zeitpunkt t = k7.

Diskrete Variationsungleichung: Finde y* € K, firk=1... % mit y° = yo und

1 -
(—M( ’“—y’“‘l)+5y’“—l,z—y’“> >0 Vie K (D)
-

Die Funktion y(t) kann durch die lineare Interpolation der Punkte yk approximiert werden.

2.3.4 Eigenschaften der diskreten Losung

Fiir jedes feste k kann die diskrete Variationsungleichung (D) als Variationsungleichung in IR"
aufgefasst werden. Kinderlehrer und Stampacchia haben in [12] die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung solcher Variationsungleichungen untersucht.

Es sei K eine konvexe, abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von IR"™ und F : K — IR"
eine stetige Abbildung. Auch in diesem Abschnitt bezeichne (.,.) das Standardskalarprodukt
und |.| die entsprechende Norm in IR".

Definition 8 Die stetige Abbildung F' : K — IR"™ heisst stark monoton, falls ein o« > 0 existiert
mit
(F(y) = F(2),y—2) > oy —2|* Vy,z€ K.
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Lemma 2.28 K C IR" sei konver und beschrinkt. Ist F': K — IR™ stark monoton, so besitzt
die Variationsungleichung

(F(y),z—y) >0 VzeK (2.52)

genau eine Losung y in K.

Beweis: Die Abbildung Prg o(I—F) : K — K ist stetig. Nach dem Browerschen Fixpunktsatz
besitzt sie einen Fixpunkt y, d.h.

Prg(y — F(y)) = y.

Die Projektion wird nach der Proposition 2.17 charakterisiert durch (y, z—y) > (y—F(y), z—y)
Vz € K. Somit ist der Fixpunkt y eine Losung der Variationsungleichung (2.52).

Angenommen y; und yo seien Losungen von (2.52), so gilt
(F(yl))z - yl) Z 07 VZ S Ku (253)
(F(y2),z —y2) >0, VzeK. (2.54)

Einsetzen von z = y» in (2.53) und z = y; in (2.54) fithrt nach der Addition der beiden
Ungleichungen zu

(F(y1) = F(y2),y2 —y1) >0,
0> (F(y1) — F(y2),y1 — y2) = alyr — y2|* > 0.

Somit ist die Losung auch eindeutig. O

Die Abbildung Fj, : K,, — IR™ definiert durch
_ (I -1 I
Fr(y) := = +MS )y ! M1

ist stetig. Damit l&sst sich die diskrete Variationsungleichung (D) mit dem Skalarprodukt (.,.) as
in der Form (2.52) schreiben. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (D) folgen nun
direkt aus dem Lemma 2.28.

Korollar 2.29 Fir v > 0 und festes k besitzt die diskrete Variationsungleichung (D) eine
eindeutige Losung.
Beweis: Mit der Extremaleigenschaft des Rayleigh-Quotienten folgt

Iim-ts

=)

1 1 1 -
in (2, <— + M_15> Z> > —+ miﬂ(Z,M_ISZ) =—+ )‘Jn‘a/[inls‘
=1 T T la= T (2.55)

min |

I

Fiir die Abbildung F}, gilt mit (2.55)

(AL = =2y = (G078 ) = 2w=2) = (G a0 ) Iy

=l

Somit ist die Abbildung Fj stark monoton und das Lemma 2.28 kann angewendet werden. [J

Die Losung y* lisst sich auch als Projektion auffassen.
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Lemma 2.30 Die Lisung y* der diskreten Variationsungleichung (D) ist die Projektion von

1 - Lo k-1
-M+S I+ —-My
T T

auf K, beziglich dem Skalarprodukt ((%M + S) . )

Beweis: Nach der Proposition 2.17 lésst sich die Projektion als Variationsungleichung schrei-
ben,

1 1 ~
((;M+ S) - yk> > (l + ;Mykil,z — yk> Vz e K.

Damit ist y* die Losung von (D). O

Lemma 2.31 Seien {yk}fég die Lésungen der diskreten Variationsungleichung (D). Sind
Un,0 = Hug, %n = Iy und +,, =1y, so gilt fiir alle k und fiir eine von h und T unabhdngige

Konstante c
1M SyF (s < 201+ ¢ (ol s + 1]z + [Bl2) + [Auo| + [Av| + | AP

k k—
Beweis: Zuniichst wird gezeigt, dass H v - HM monoton fallend in & ist. Testen wir (D) fiir

k—1

mit z = y* und addieren die beiden Ungleichungen, so folgt

(yk _ gkl - gkl k=2

y* mit z = y*~1 (D) fiir y

+ M (YR =y y'“) >0,
M

-
ko, k-1 k=1 _ k=2 2
(y vy Ay yk—1> N Hyk B yk—lH <0. (2.56)
T T M S
>0
Mit der Gleichheit
ko, k-1 k=1 _ k=2
y -y Y Y kook-1_ lop1 po Lok1 ko
< . - Y=y 5 Y+ 5 y ))M
1 k. k—112 k-1, k—22 1 ko k—1 k=1, k—22
__T‘y y ’M R Ve et
2 T M T M 2 T T M
folgt aus (2.56), dass fiir alle k
k_ k-1 k=1 _ k=2
’ oyl o ’ v ooy (2.57)
T M T M

Wird die semidiskrete Variationsungleichung (S’) fiir o mit z = y' getestet, ergibt sich nach
der Division durch 7

. 1 —1 ?/1 — Y0
(y(O) + M~ Syg— M1, ) > 0.
M

T
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Wird dazu die diskrete Variationsungleichung (D) mit £ = 1 und z = yo addiert, so folgt

1 1 _
(y<o> _YT0 L s — oY), Y yO) >0,
T T M

<y<0>, @)M —]

Mit der Schwarzschen Ungleichung erhélt man

2
-1
—T)\M S

min

2
y' — o

T

y' — o
T

> 0.

M M

. 1 .
190l = ——77=519(0)lar =

1 _
Hu (2.58)
1+ 7—)‘min T

M

Aus (2.57) folgt zusammen mit (2.58) und dem Korollar 2.21

Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis vom Lemma 2.23 folgt zusammen mit (2.59) die
Behauptung. O

k. k—1
L2V W <9lf| + cluolgz + | Augl. (2.59)
T M

2.4 Fehlerabschitzung

2.4.1 Fehler zwischen den Losungen der starken Variationsungleichung und
der semidiskreten Variationsungleichung

Zunichst zeigen wir eine Abschétzung, die den Fehler zwischen den Losungen der starken
Variationsungleichung und der semidiskreten Variationsungleichung auf die Approximations-
eigenschaft des Raumes U durch den Unterraum U,, zuriickfiihrt.

Lemma 2.32 Seien u und u,, die Losungen der starken Variationsungleichung (V) bzw. der
semidiskreten Variationsungleichung (2.33). Gilt (v+ Au— f) € 'H, so existiert eine Konstante
C unabhdngig vom Unterraum U, und der Menge K,, mit

T
/ = a2 dt + [un(T) — w(T)P < C{luno — uol?
0
T
+/ inf ((|u+Au—f|+|un—u])\vn—u]+||vn—u||2)
0 UneKn

+ inf (ji+ Au = f- Jo - ) dt}.

Beweis: Da af(.,.) : U x U — R eine koerzitive Bilinearform (2.11) ist, gilt

allu — unHz < a(u —up,u —up) = alu,u) — alu, upn) — atn, w) + a(tn, up).
(2.60)
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Fiir  und u,, folgt aus (V) und (2.33)

T T
/ a(u,u) dtg/ (@ — f,v—u)+ a(u,v) dt Vv e K,
0 0

T T
/ a(tn, uy) dt < / (U, — fyon — up) + alup,vy,) dt - Yo, € K.
0 0

Durch Einsetzen in (2.60) erhélt man fiir alle v € K und v, € K,

T T
/ a”u—unH2 dt < / (@ — f,v—u)+ a(u,v) — a(u, uy) — alun, u)
0 0

+ (U, — fyvn — up) + aluy, vy,) dt

_/T(u—f,v—u)+a(u,v—un)+(u—f,vn—un)—i—(un—u,vn—un)
0

+ a(u, vy, —u) + a(un, — u, vy, —u) dt

_/T(u—f,v—un)+a(u,v—un)+(u—f,vn—u)+(un—u,vn—un)
0

+ a(u, v, —u) + al(uy — u,v, —u) dt = A

Nach dem Satz 2.4 gilt u € L%(0,T; H*(2)). a(u,.) kann durch (Au,.) ersetzt werden. Mit

T ; 1 2 2 :
— U, Uy — 1 — — — weite
fo (U, — byt — u) dt = 5(Jun(T) — u(T)| |0 — up|*) folgt weiter

T
A—/ (t+ Au— fov—up) + (0 + Au— f,v, —u)
0
+ (U — Uy vy — ) + (U, — Uy u — up) + aty — u, v, —u) dt
T
< [ (ja w2100 = ol + o = ) + i = [0
0

1
+ cllun =l - [lon = UI|> dt — 5 (|un(T) = w(T)|* = [uno = uol*)

T
. . . 1
< / (|u+Au— FIv =+ Jon = ul) + fin = @l - [on = ul + Sallun = ul?
0

? 1 1
+ ollvn —ull?) dt = Slun(T) = w(T)P + Sluno — ol

Weitere Umformungen fithren zu

1 4 2 1 2
5 | allu = unll? dt + Slun(T) — ()]
0

1

2
. . C
+ |ty — | - |op, — u| + 2—an — ul? dt.
(8]

T
<gheno ol + [ i+ Au= £ (lo = ual + o~ ul
0
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Falls a <1 folgt

T
l/\W—UM2ﬁ+thW—MTW
0

1 e
§E<|un70—u0|2+2/ i+ Au — ] ([0 = tn] + v — 1)
0

2
. . C
it = ] - [vn =l + <o — ul]* dt)

1 62 2 T .
< (245 ) (Juno —uo+ | Jit+ Au— £l (lo = un| + v = u]
0

«

g — 4] - o — |+ [[on — ul® dt). (2.61)

Fiir a > 1 gilt

T
l/\W—UM2ﬁ+thW—MTW
0

T
<@+ ) (Juno ~ w0 + [ i+ A= 110 o] + o~ )
0

g — ] - g — |+ [Jon — ul? dt). (2.62)

Da die Ungleichungen (2.61) und (2.62) fiir alle v € K und v,, € K,, gelten, folgt die Behaup-
tung. O

Die Voraussetzung (v + Au — f) € H ist fiir die Losung v von (V) erfiillt. Dies folgt aus der
Regularitit der Losung u (Satz 2.4, (2.12)) und der Voraussetzung f € H.

Mit dem Korollar 2.6 kann |& — Au — f|, durch die Problemdaten abgeschitzt werden. ||,
und |ty | schitzen wir mit dem Lemma 2.7 bzw. dem Korollar 2.22 ab. Das Lemma 2.32 kann
auf (V) angewendet werden. Dadurch reduziert sich die Fehlerabschéitzung auf die Approxima-
tionseigenschaft des Raumes & durch den Raum U,,.

Wird als n-dimensionaler Unterraum /,, der Raum der finiten Elemente S; mit stiickweise
linearen Funktionen verwendet, so ist die Approximationseigenschaft des Raumes U durch U,
bekannt. Approximiert u,, die Funktion uw aus U, so muss diese jedoch nicht in K liegen.

) und I+ liegen in S, und approximieren ¥ und 1. In den Eckpunkten 2 der Triangulation
gilt Iy (2") = (") und H(a') = (a?) fir i = 1,...,n. Da Iy, 1Y und v,, zwischen den
Eckpunkten linear sind, liegt v, (x,t) genau dann fiir alle z €  zwischen ITt)(z) und ITi(z),
wenn

P(z') <wvp(a't) <YP(a') firi=1,...,n

Damit kann K,, geschrieben werden als

K, = {v, € L*(0,T58y) : ¢(a") S vp(2',t) <9¥(a'), i=1,...,n, ffa te0,T]}
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Mit u € K folgt 1(z") < u(a’,t) < ¢(2') fiir i = 1,...,n und somit liegt Iu in K,. Es gilt
nun mit dem Satz 2.13

inf (i + Au = f] + Jin—i])|vn = ul + [Jon ull?)

Un
i+ Au — f] + | — a])[Tu — uf + |[Tu — u]?

<(
c (§ (|a+ Au — f| + |, — u!)hQ\u]Hz + h2]uﬁ{2) .
(2.63)

Um den Term inf,ex |v — uy| abzuschétzen, folgen wir der Argumentation von Ciarlet [6]. Wir
benotigen folgende Hilfsfunktion. Sei

Ty 2= Up + (Y — )T — (Y —up)”.

Damit gilt ¢(z) < G,(z,t) < ¢(z) f.La. (2,t) € Q. Mit u, € L*(0,T;U) liegt auch @, in
L?(0,T;U). Somit ist i, € K. Seien

At) :={x € Q: up(x,t)

A(t) = {z € Q: up(z,t)

Die Losung u,, von (S) liegt in K, und daher gilt
Mp(z) < up(z,t) <Mp(z)  fla. (z,t) € Q.

Damit ergibt sich

P(x) —p(x) VzeA. (2.65)

Da u, — @, = 0 auf Q\ (A UA), folgt mit (2.64) und (2.65)

Y(x) —Y(x) V€A, (2.64)
I ¥

= a2 = [ () = p0a) P + [ (unla) ()Pl

A
— X 2 X _.’IJ —_x 2 X
SA@@ wx»d+Amw>qm»d
< — T + [T — P2

Mit dem Satz 2.13 kann inf,c g |[v — uy,| abgeschétzt werden durch

inf o= un| < (/Y 9P + |15 - P2
< k(Y2 + [Plr2)- (2.66)

Satz 2.33 Sei Q ein polygonales, konvezes, beschrinktes Gebiet in RN . Seien u bzw. u, die
Lésungen von (V) bzw. (2.33). Sind v € H*(), wirdU durch den Raum der finiten Elemente
Sy, approximiert und ist N < 3, so gilt mit einer von h und u unabhdngigen Konstante C

ot =t + = wnll oz < C (im0 — ol + Allul 2 (o.z,1r2) + 1)) -

Dabei bezeichnet |u|r2(o r;m2y die Halbnorm beziiglich dem Ort, d.h. |u\%2(0 T.H?) = fOT |u|32dt.



44 2 PARABOLISCHE VARIATIONSUNGLEICHUNG

Beweis: Wird im Ergebnis vom Lemma 2.32 v, durch Iu ersetzt und die Abschétzungen
(2.63) und (2.66) verwendet, so folgt

T
Ju = wn B+ [u(7) = n (TP < € (Jumo = wof? + 2 [ (Ji+ A= £+ i = )l +
0
+ i+ Au = fI(lg2 + [Fl2) ).

|t + Au — fl|r, |@|r und |@y|r konnen mit dem Korollar 2.6, dem Lemma 2.7 und dem Lemma
2.22 durch die Problemdaten abgeschétzt werden. Somit gilt

[t — w3 + [u(T) = un(T)[? SC(Iun,o — uo|® + B (| f|r + |A¢|r + |A%| -
+ | flr + lJuol|r + Rlluollz) |l 20,7, 12) + h2’u‘%2(o,T;H2)
+ h2(|f’T + |AY|r + |AE|T)(|ML2(0,T;H2) + |E|L2(O,T;H2)))

§C<|Un,0 — o + h?([ulp20,1;m2) + [ul72 (0. 1.m2) + 1)‘

O

Wird fiir die Anfangsbedingung wu,, o der semidiskreten Variationsungleichung die Interpolie-
rende von ug verwendet, so folgt aus Satz 2.13 und dem Satz 2.33

lu = nllz + lu = unll Lo ©.1:00) < Ch (Juolmr + |ulr20mm2) + 1) - (2.67)

2.4.2 Fehler zwischen den Losungen der semidiskreten und der diskreten
Variationsungleichung

Im néchsten Lemma untersuchen wir den Fehler zwischen den Losungen von (S) und (D). Im

)\\/FTS\/F und A )\\/FTS\/W'

Rest dieses Kapitels bezeichne Apax := AYox min 1= Ao
Lemma 2.34 Seiy(t) € R" x (0,7) die Losung der semidiskreten Variationsungleichung (S).
Fiir die Losung y* von (D) gibt es eine von h und T unabhingige Konstante ¢ mit

ly(k7) = y*llar < ev/T.

Beweis: Seien t; := j7 die Zeitpunkte der diskretisierten Zeitachse. Sei nun z(t) = y* e K,
konstant fiir ¢ € (t5_1,%x] und 2(t) = y(t) ausserhalb (¢x_1,tx], so folgt aus (S)

ty

[ w006k = yonde [ wset -y [ @yt - a0
tho1 th—1 tk—1 (2.68)
A B C

Die Integrale A,B und C werden nun durch eine Quadraturformel gen#hert. Es gilt

My —y(0) = M ~u(t) + | " Mi(s) ds.
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Damit folgt fiir A

A= [ .00 - yie)an+ / ’“ / (), Mi(s) dsdr.

te—1

Wegen des Korollars 2.21 gilt
t t 5
[ [ 1501y dsae < 2.
te—1 J1
Fiir A erhélt man somit die Abschétzung
A< (y(t) = y(tr-1), M(Y" —y(ty))) + car?.

Mit dem Korollar 2.21, dem Lemma 2.23 und dem Lemma 2.31 gelten folgende Abschétzungen

(9(), S(W" = y(tr))) < N9() 1M S(* = y(ta))llna

< Ngs)llar (172" s + 1M Sy(te) ) < e

(2.69)
(y(1), S9(s)) < lg()ImlIM~Sy()|[ar < e (2.70)
Mit (2.69) und (2.70) schétzen wir B ab durch
t A tr t A
5= [ (00565~ ve) + [ 0, 5006) ds— [ (0661 50F - yten)ds ) ar
te—1 t t
<(y(te), S(W* —y(t))) 7 + epr?.
Fiir C folgt analog mit (2.41)
t t
C=(lLz—ylty))T + / / (L,y(s)) dsdt
t_1 Jt ——
<IM= () llae
<(l,z = y(ty))T + cot?
Nun kann die Variationsungleichung (2.68) fiir z = y* formuliert werden als
(M(y(tk) —y(tg—1)) + 7Sy(tx) — Tl y* — y(tk)) + (ca+cp+ce) 2> 0.
- (2.71)

Einsetzen von z = y(tx) in die diskrete Variationsungleichung (D) fithrt nach Multiplikation
von (D) mit 7 und Addition mit (2.71) zu

(M((y(tr) — y(tr—1)) — " =" ) + 7S ((te) — v*), 4" — y(tr)) + e > 0,
(M +78)(y(te) — yF) + My = y(ti—1)), y* —y(te)) +cr? > 0.
Mit e(k) := /(M (yF —y(tx)), y* — y(tx)) gilt

ek — De(k) — \ETVMITSYMTT 02 402 5

min

Nach (2.55) ist ALT7V M= SVMT > 1 4 7Amin und somit

min

e(k — 1)e(k) — (1 + TAmin)e(k)? + e > 0.
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Durch Auflésen nach e(k) erhélt man die iterative obere Schranke

e(k) < e(k—1)++/e(k —1)2 + 4(1 4+ TAmin)cT ’
2(1 + T/\min)
e(k) 6(’\C/:_'l) + \/e(k;l)Q +4(1 + TAmin)eT
< =: G(k).
\/F 2(1 + T)\min)

Ist e(0) < /52—, so ist die Folge {G(k)}}2, monoton steigend und beschrénkt. Die Be-

schrianktheit wird induktiv bewiesen. Die Verankerung gilt nach Voraussetzung, denn aus

0
cin\/F folgt  G(0) = % < i
Fiir den Induktionsschritt sei G(k \/x—, dann gilt
Gk —1)++/G(k — 1)2 + 4(1 + TAmin)cT \/ Xmin min)CT
(1 + TAmiIl) o + TAH]II])

B 1+ \/1 + 4(1 4+ TAmin) T Amin
N )\min 2(1 + 7—)\min)
[ e 1+ 1427 Amin I
)\min 2(1 + 7—)\min) )\min )
Mit e(0) < /5%~ ist somit fiir alle k& e(k) <

h und 7 unabhéngig nach unten abgeschitzt werden. Der Fehler zu einem festen Zeitpunkt
Ty € {t1,ta,...,tr} kann damit durch Verkleinerung der Zeitschritte 7 beliebig klein gemacht

werden. Er geht mit der Ordnung /7 gegen 0. O

min VOl

2.4.3 Gesamtfehler

{yk}gig sei die Losung von (D). Daraus wird wie folgt eine Funktion in L2(0,7;S}),) durch
Interpolation konstruiert.

Firt € (tkfl,tk] sei

_ [ _
Y(t) =y -, (2.72)

Damit lisst sich eine Funktion aus L?(0,T;S;,) definieren durch

n

Un(a,t) = 3 Yilt)gu(a). (2.73)

1=0

Im né#chsten Satz soll der Fehler zwischen der Losung w von (V) und U, untersucht werden.

Satz 2.35 (Gesamtfehler) Sei u die Losung von (V) und U, gegeben durch (2.72) und
(2.73). Seien upp = Huy und ug, ¥, € H?. Es existiert eine Konstante ¢, die unabhingig
von h und T ist, mit N

lu—Upnlr <c(h+7+V7).
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Beweis: Sei u,, die Losung von (2.33), d.h. y(t) ist Losung von (S). Die zeitliche Interpolierende
Tup(z,t) von uy(z,t) sei definiert durch

t—1p1

Iy(t) == y(tp_1) + (y(te) — y(tr—1)) fiir t € (tp_1, te],

Tup(x,t) =Y Tyi(t)di(x).
=1

Mit der Dreiecksungleichung gilt

|U - Un|T < |u - Un|T+ |Un - Iun|T+ |Iun - Un|T .
——
A B C

Fiir A folgt mit (2.67)
A S C (”U,O‘Hl + ‘U”LQ(O,T;H2) + 1) h (274)

Die Norm B kann geschrieben werden als

T
B? = / (y(t) — Ty(t), M(y(t) — Iy(t)))dt

T
< [ oo - ol a
0 ~;
Nach dem Korollar 2.21 ist y(¢) fiir alle ¢ beschrankt. Damit liegen die Koordinatenfunktionen
yi(t) in WHo°(0,T) fiir i = 1,...,n. Fiir den Interpolationsfehler D verwenden wir die folgende

Fehlerabschitzung fiir die Interpolation von Funktionen aus W% durch lineare Splinefunk-
tionen (vgl. z.B. Schumaker [20])

sup ly(t) — Ty(t)l[[sr <7 sup |[g(t)[|ar-

t€(0,7) te(0,7)
Es folgt mit dem Korollar 2.21
B < VT (|f| + ¢lug| g2 + [Aug|) 7. (2.75)

Die Abschétzung der Norm C' kann wie bei der Norm B auf die Abschétzung der Koeffizien-
tenfunktionen reduziert werden.

T
o = /0 (Ty(t) — Y (£), M(Iy(t) — Y(t))) dt

T
< [ 11w - Y@l at

0 ~;
In den Zeitpunkten k7 lésst sich E mit dem Lemma 2.34 abschétzen. Iy(t) und Y (¢) sind
stiickweise linear. Somit kann F fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ € (0,7") abgeschéitzt werden
durch

E <cyT.
Damit folgt fiir C
C < VTeyT. (2.76)

Aus (2.74), (2.75) und (2.76) erhélt man die Behauptung. O



Kapitel 3

Losungsmethode fiir stark monotone
Variationsungleichungen

Seien H ein beliebiger Hilbertraum, K eine konvexe, beschrinkte Teilmenge von H und F :
K — 'H ein Operator auf K. F heisst stark monoton in K C ‘H, falls fiir ein o > 0 und fiir
alle u,v € K

(F(u) — F(v),u —v) > alu — v|?

gilt. Gesucht wird ein u € K, das die Variationsungleichung
(Fu),v—u)>0 YveK (3.1)

erfiillt. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung v kann wie im Lemma 2.28 bewiesen werden.

Definition 9 Fiir ein beliebiges v € K heisst die Menge
Cyp:={weH: ty(w):=(Fv),v —w) —alp —w* >0}
quadratischer Schnitt an der Stelle v.

Ein quadratischer Schnitt C,, ist eine Kugel mit Mittelpunkt v — 5 F(v) und Radius 5= |F(v)].
Mit der Charakterisierung dieser Kugel folgt ndmlich

‘w _ (u - %F@)) 2

1 2 1 2 1 2
Q(w—v,ﬁF(v)>+]w—v| +Q|F(v)| SWW(U”’

(F(v),w —v) + alw —v|* <0.

1 2
< @|F(U)| ,

Lemma 3.1 Die Lisung u von (3.1) ist fir beliebiges v € K in C, enthalten.
Beweis: Fiir t,(u) gilt mit (3.1) und da F' stark monoton ist
tv(u) = (F(U),U - u) - a|v - u’2
= (F(v) = F(u),v —u) + (F(u),v — u) — afo —uf?

>alv—ul?

> (F(u),v —u) > 0.
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Definition 10 Fine implizite Mengencharakterisierung der Menge K heisst Orakel, falls sie
fiir jedes v € K den Wert true“ und firv ¢ K den Wert ,false® liefert. Zudem liefert sie im
Fallv ¢ K einen Halbraum H, mit v ¢ H, und K C H,.

Besteht K aus allen Funktionen aus H = L?(€), die fast iiberall in Q zwischen den Hindernis-
funktionen 1 und 1) liegen, so kann wie folgt ein Orakel fiir K definiert werden. Gilt v ¢ K,
so ist

Hy={weH: (v-9)" +@w-9)"v—(v-¢)" = (v-9)" —w) >0}
ein Halbraum von H, der die gewiinschte Trennungseigenschaft besitzt. Es ist v ¢ H,, da
(0= "+ -0 (=) = (v=9)") =0 -9~ |(v-¥)]* <0
Fiir ein beliebiges w € K gilt

(v=9) " +@w-9) " o—(v—9¢)" —(v—9¢)" —w)
=((v=9)"¢—w)+ (-9 Y —w) >0
——— ——

—_——— ——
<0 <0 >0 >0

Die Losungsmethode ist ein iteratives Verfahren, das eine Folge u’ konstruiert, welche gegen u
konvergiert. Zu Beginn wird die Menge K durch eine geeignete einfache Obermenge K% O K,
zum Beispiel eine Kugel oder ein Polytop, approximiert. Im Iterationsschritt j wird zunéchst
ein Element v+’ im Innern von K7 bestimmt. Nun kénnen zwei Fille eintreten:

1. v ist in K enthalten (Optimalitétsschnitt): Mit dem quadratischen Schnitt C,;
wird ein Teil von K7 weggeschnitten, K/*! := K/ N (C,;. Nach dem Lemma 3.1 liegt die
Losung u auch in K711, Es folgt die nichste Iteration.

2. v/ ist nicht in K enthalten (Zulissigkeitsschnitt): Mit Hilfe des Orakels wird u/
von K abgetrennt. Die Approximation K° von K wird verbessert durch K° := K'NH,;.
Damit &ndert sich auch K7. Erneut wird ein Element u? in K7 bestimmt. Dies wird so
lange wiederholt, bis wir im 1. Fall sind.

3.1 Numerische Losungsmethode mit quadratischen Schnitten

In diesem Kapitel werden die M-Norm und das M-Skalarprodukt als Standard verwendet.
Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichne |.| := ||.||ar und (.,.) := (.,.)a. Es bezeichne
T; := Zg;& (ti(vj))_l, L := max,cgo |F(2)| und Dg := max;(; — ®,). Die iibrigen Bezeich-
nungen des Kapitels 2 werden iibernommen. Fiir zwei Matrizen A, B gilt A > B, falls A — B
eine positiv semidefinite Matrix ist. Diag(aq,...,ay) bezeichne die Diagonalmatrix mit den

Diagonalelementen a1, ..., a,.

Es soll nun die diskrete Variationsungleichung (D) numerisch gelost werden. Wir nehmen an,
dass y*~! bekannt ist und werden daraus eine Niherung zu y* bestimmen.

Ist F(y) := (% + M_IS) y— %yk_l — M1, so erfiillt y* € K,, die Variationsungleichung

(F(yk),z - yk> >0 VieK,. (3.2)
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Geometrisch kann man diese Variationsungleichung wie folgt auffassen. F' beschreibt ein Vek-
torfeld auf K,,. Gesucht wird entweder ein Punkt in Kn, wo das Vektorfeld verschwindet, oder
ein Punkt auf dem Rand von Kn, so dass die Menge K,, auf der positiven Seite der Hyperebe-
ne liegt, welche in diesem Randpunkt durch das Vektorfeld bestimmt wird. Die Abbildung 3.1
zeigt die geometrische Situation in einem zweidimensionalen Beispiel.

Abbildung 3.1: y* € K ist Losung von (F(y),z —y) >0 Vze K.

Im Beweis des Korollars 2.29 wurde gezeigt, dass F : K,, — IR™ stark monoton ist mit a =
+AM 'S Dies ist auch der Grund fiir die Eindeutigkeit der Lésung von (D). Die quadratischen

Schmtte sind in diesem Fall Teilmengen von IR",

Cy:={z € R": t,(z) :== (F(y),y — z) — aly — 2|> > 0}

Die Idee des Algorithmus besteht nun darin, an einem vorgegebenen Startpunkt v® in K°
mit dem quadratischen Schnitt C,o einen Teil der Menge K wegzuschneiden, anschliessend
in der Restmenge K! = KN C,o einen inneren Punkt v! zu bestimmen, erneut mit einem
quadratischen Schnitt einen Teil der Menge K! wegzuschneiden und so weiter. Die Punktfolge
vJ konvergiert gegen die gesuchte Losung y*. Die Abbildung 3.2 zeigt die geometrische Idee
an Hand eines zweidimensionalen Beispiels. Ist K,, ein Polytop, so kann K 0 gerade gleich K,
gewiihlt werden. In diesem Fall liegen alle Punkte v7 in K,, und es sind keine Zulassigkeits-
schnitte nétig, da K,, exakt durch K9 ,approximiert* wird.

}]J%\Li?fff////////;
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Abbildung 3.2: Geometrische Idee des Algorithmus

Im Fall der Hindernisprobleme ist K, ein n-dimensionaler Quader, der durch 2n lineare Unglei-
chungen bestimmt wird. Ist z; die i-te Komponente des Vektors z, ¢ 1= ¢(x Y und ¢, = P(a?),
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so gilt fiir z € K,
%gzigwi firi=1,...,n.

Die Menge K° = K,, kann auch durch n quadratische Restriktionen beschrieben werden. Seien
si(2) == (zi — Z)(Ez — %) firi=1,...,n.
Damit gilt
={zeR":5i(2) >0,i=1,...,n}. (3.3)

Definition 11 Fiir j > 1 heisst die Funktion

=—— Zlog si(z Zlog tyi(z

logarithmische Barrierefunktion. Zur Vereinfachung wird t,:(z) durch t;(z) ersetzt.

Diese Barrierefunktion entspricht der, bei Schnittebenenverfahren iiblichen, Barrierefunktion
mit n-fachen Schnitten. Die Restriktionen der Ausgangsmenge K© werden weniger stark ge-
wichtet als die neuen quadratischen Schnitte.

Fiir den Gradienten und die Hessische Matrix von B;(z) bendtigt man

(Vsi(2)); = (—2zi + (¥, +%)) Sij fir j=1,....n,

(D?si(2))j1 = =260,
Vti(z) = —F(v') — 2a(z — v'), (3.4)
D?ti(z) = —2al.

" (z il (2
VBj(z) = _% Z V;é)) - Z Vttzi))’ (3.5)
=1 ¢ =0 v
Do) — _% n D2Sl(Z)Si(Z)S._(XQSZ( )Vsi(z j—1 D%t;(2) 4(5275 i(2)Viti(2)T
i=1 v =0 ti
=1 i (2 2 Vsi(2)Vsi(2)T 20T 12 Vti(2)Vti(2)T
_nD g(sl(z)’uwsn(z)> +Z-Zl ns;(z)? Zz; +Zz; ti(z) (3 6)

Nach der Quotientenregel von Rayleigh ist die Summe positiv semidefiniter Matrizen wieder
positiv semidefinit. Der kleinste Eigenwert der Summe ist grosser oder gleich der Summer der
kleinsten Eigenwerte. Somit ist D?B;(z) fiir alle 2z aus dem Innern von K7 positiv definit. Die
Deﬁnitionsmenge von B, ist gerade das Innere von K7. Daher existiert ein eindeutiger Punkt
v/ € Int (K7), wo B; minimiert wird.

Definition 12 Der Punkt v/ in K7 mit

() = ; )
Bj(v?) Zelrlﬁl(r;(j)BJ(Z)

heisst analytisches Zentrum von KJ. Der Minimierer wird auch mit der Schreibweise v/ =
argmin _c; Bj(z) bezeichnet.
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Formal kann der Algorithmus zur numerischen Losung der diskreten Variationsungleichung wie
folgt beschrieben werden. Sei v* die gesuchte Losung von (3.2).

ACQCM: AnNALYTIC CENTER QUADRATIC CUT METHOD
(1) Setze e¢>0. Seien K':=K,, By(z) =137 log(si(2)), j=0.
(ii) Berechne das analytische Zentrum v/ = argmin ,cy; Bj(2),
sei Bji1(z) := Bj(z) —log(t;(z)) und K/t :=KinC,.

(iii) Ist |v/ —v*| > €, so setze j:=j+ 1 und gehe zu (ii), sonst halt.

Mit y* = v/ kann F(y) := (% +M_IS) Yy — %yk — M~ neu definiert werden. Der gleiche

Algorithmus liefert nun eine Néherung fiir 3/*+!.

Lemma 3.2 Sei v* die Lisung der Variationsungleichung (3.2). Ist

in (F(v)),z —v) > —€é?a, 3.7
ZIQ;?O( (v7), 2 —v7) > —€a (3.7)

so folgt

v —v*| < e

Beweis: Da v* die Losung von (3.2) ist, erhélt man fiir z = v* aus (3.7) mit der starken
Monotonie von F

—2a < (F(v?),v* —7)
(F(vj),v* — ’Uj) + (F(v*),vj — ’U*)
= — (F()) = F(v*),v) —v*)

—alv! —v*)?.

IN

IN

O

Das Abbruchkriterium |v/ — v*| < € im Algorithmus ACQCM kann nicht direkt berechnet
werden, da v* nicht bekannt ist. Das Lemma 3.2 liefert eine Moglichkeit, wie das Kriterium
trotzdem berechnet werden kann. Fiir festes v7 ist (3.7) ein lineares Minimierungsproblem iiber
dem Polytop K und somit berechenbar. Wir werden im Folgenden eine Konvergenzrate der
Punktfolge v/ gegen v* herleiten, woraus sich eine obere Schranke fiir die Anzahl Iterationen
j ableiten ldsst. Das heisst, dass der Algorithmus ACQCM zu einer beliebigen Fehlertolleranz
¢ > 0 in endlich vielen Iterationen eine N&herung zu v* berechnet. Liithi und Biieler [15] haben
bewiesen, dass mit 0 := %(1 + +/5) der Fehler in der j-ten Iteration abgeschiitzt werden kann
durch

L 345 n 1
- ERCPS SN (3.8)

o) — | <
J

Fiir j > n ist die Konvergenzrate von v’/ gegen v* O (%) Bei Liithi und Biieler bezeichnet n

die Anzahl Restriktionen, die K° beschreiben, und ist unabhiingig von der Dimension des zu
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Grunde liegenden Raumes. Da im Fall der Hindernisprobleme die Anzahl Restriktionen von K
gerade gleich der Dimension des Raumes IR" ist (vgl. (3.3)), scheint das Resultat (3.8) nicht
geeignet zu sein. Wird die Maschenweite h der rdumlichen Diskretisierung verkleinert, so steigt
n und damit eV™ in (3.8) stark an. Wir werden den Beweis von (3.8) aus [15] abéindern, um ein
besseres Ergebnis zu erhalten. Eine wesentliche Anderung besteht darin, dass die quadratischen
Schnitte mit der Dimension n gewichtet werden. Das Hauptresultat dieses Teils ist der folgende
Satz:

Satz 3.3 Seiv* die Losung der Variationsungleichung (3.2). Ist v/ die mit dem Algorithmus
ACQCM berechnete Niherung in der j-ten Iteration, so gilt mit einer von n und j unabhdngigen
Konstante c

— 1
n ¥ —

7

Q|

v —v*| < e

Der Beweis verlauft in mehreren Schritten und benétigt einige technische Lemmata.

Lemma 3.4 Sei v’/ das analytische Zentrum von KJ. Fiir jede Komponente von v gilt

1
-+ —
L2 nj+ 2

—_
|

(%—z)évfg%— .

Beweis: Das Lemma wird fiir eine beliebige Komponente vzj bewiesen. Der Beweis der anderen
Komponenten von v/ folgt analog. Sei e; der Einheitsvektor in der i-ten Koordinatenrichtung.
Wir schriinken die Suche nach dem analytischen Zentrum auf die Gerade v/ + re; ein. Da v/ im
Innern der Kugeln Cp; [ =0, ..., j— 1 liegt, schneidet die Gerade v’ + re; die Kugeloberfliichen
jeweils in zwei Punkten. Sei z! := v! — 5L F(v') der Mittelpunkt und R' := 55| F(v')| der Radius
von C. Damit lésst sich ¢;(w) schreiben als ¢;(w) = a ((R')? — [2! — w|?). Fiir den Parameter
r gelten mit [ =0,...,j5 — 1 die Restriktionen

TS@ = %’i_vi‘j)
—r<p:= vf—_i
- 3.9
r<atimdmad (R ol el >0 .
—r<ph = (e - u) 4 (B2 — o - 22 4 [ -2 > 0

Die logarithmische Barrierefunktion fiir die Restriktionen (3.9) ist

—_

B(r) = —% log(qg —r) — %log(g +7r)— (log(ql —r) + log(r —1—1_71)) .
1

.

I
o

Sei # = argmin, B(r) das analytische Zentrum von (3.9). Es ist a priori nicht klar, dass
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¥ = vJ + Fe; auch das analytische Zentrum von K ist, d.h. dass ¥ = 0 gilt. Es ist
1
B(r)=—- =1 1 ( _ i l)
(r) == ~log (—r* +7(7 - p) + p) Zog r?+r(@ —p)+dp
1 — — o
== log (—7’2 + 7, + Y, — 21}2]-) — P, — (vf-)2 + ] (¢; + %))

—Zlog( r2 4+ 2r(zk — o) + (RH)? — ]vj—zl]2>

:—%log<(vf+r—y.)(¢ (v] ) ) Zlog(Rl |vj+rei—zl|2)

1

i—1
1 . J .
== log (si(v” + 7€) — Zlog (t(v? +re;)) +jlog av.
1=0
—B(vi +re))

B(r) und B(v/ + re;) unterscheiden sich nur durch einen von r unabhingigen Term. Somit
besitzen beide den gleichen Minimierer. Seien ¢ = min({g' : I = 0,...,5 — 1},3) und p =
min({p' : I = 0,...,j — 1}, p). Die Behauptung des Lemmas, auf das mit r parametrisierte
Problem iibertragen, lautet -

1 1 q
. < B — und . <1
nj+2 7" p+7 nj+2 7" p+q
Wir beweisen die stéirkeren Aussagen
1 1
‘ <L und . <4
nj+2 " p+gq nj+2 - p+gq
Fiir den Widerspruchsbeweis wird 7 +2 > 5 +q angenommen. Damit gilt
1 2
Lomi+2 (3.10)
q P+q
p+q
— J— < R
(nj +2 q) !
+ 1—— <p. 3.11
e (1- ) <r .11)

Die Ableitung von B an der Stelle = 0 kann abgeschiitzt werden durch

1—1
d - 1 1 ! C 1)
n—B0)= =-———-+n = — =
dr (0) q p Z; 7 Ql
1 1 '
SO
q p
(3.10)
G0 nj+2 1+ nj

p+q (p+@(y—mﬁ)

_ Wj+UOU+2%—ﬂ+nﬁOU+2):O
(p+q)(nj+1) '
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Dies steht im Widerspruch dazu, dass B(r) an der Stelle r = 0 ihr Minimum annimmt. Die

Behauptung —— < -2 wird analog bewiesen.

nj+2 — p+q

O

Nesterov und Nemirovskii zeigen in [17], dass fiir logarithmische Barrierefunktionen geméss
Definition 11 mit v,z € K°

(VB(z) — VB(), 7 —v) > I2 = b
z) — V), 2 —V) >
L+ ||z = vl[p2p()

(3.12)

gilt. Der Vollsténdigkeits halber geben wir das folgende Lemma aus [15] mit Beweis wieder.

Lemma 3.5 Sei 0 := $(1+/5). Fiir j > 1 gilt

lv! ="Ml p2, i) < 6 (3.13)
; ; 1+60 1
o — i < )l (3.14)
200 /T
) . L /1+6 1
ol — il < 22 (3.15)
aV 8 j
Beweis: Nach der Definition von v’ gilt VB;(v/) = 0. Fiir j > 1 folgt aus (3.5)
; Vt;l(vj)
VBj_1(v)) = ———-. 3.16
J 1(7)) tj—l(Uj) ( )

Mit ¢;_1(v7~') = 0 erhélt man aus der Taylorentwicklung von ¢;_1(z) zusammen mit (3.16)

0= i (07 = tja () (Vo (09),097" — o) L (97—, D21 (09) 07 — ),
(Vtj_1(v?), 07 =771 =1 (v7) — oo/ 7t = 7|2,
i1 = P2
tj-1(v7)

Wegen der Minimaleigenschaft von v/ =1 ist VB;_1(v/ 1) = 0. Wird (VB;j_1(v/ 1), 07 —0i71) =
0 auf der linken Seite von (3.17) subtrahiert, so folgt mit (3.12)

(VBj_1(v)),v7 —o?7 1) =1 (3.17)

) pi=1 — i 2 03—t — UjHZDQB]._l(vj) (3.18)
tjfl(vj) — 1+ ||1)J'*1 _ ’UjHDQB]._l(’Uj)' ’

v’ liegt im Innern von K7 und damit ist ¢;_1(v7) > 0. Es folgt
. L
02 091 = 092 sy — 0971 — 09l o, (o) — 1.

Auflésen dieser quadratischen Ungleichung fithrt zur Behauptung (3.13).
Aus (3.18) folgt fiir j =1

0! — 02 .
a——g— <1,
to(v!)
1 1+61
|v1 — vo|2 < < +

oy T 22 Ty
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Damit ergibt sich (3.14) fiir j = 1. Ist j > 2, so gilt nach (3.6)

J2 ~J2

Vit;(vd V)T
D’Bj_,(v7) = D? Bo ) Z + > il ( )
>0 =0 Z =0 Z
>0
j—2
I
20y
= i)
Wird nun v/ — v7~1 beziiglich diesen Matrizen genormt, so ergibt sich mit (3.18)
12 24
i—12 j i—1
HUJ — v’ HDQBj_l(’Uj) > ‘UJ — v’ ‘ t(UJ)’
i=0 "
. - j—2
) 0] — v]' 1| (3.18) 1 ]vj B vjfl‘ 2a' ’
tjfl(vj) - 1+0 0 ti(vﬂ)
j—2
P o al+0)) i i1,
1+6 = ti(Uj) tj_l(Uj)

Mit 1+ 6 > 2 folgt (3.14) fiir j > 2.

Geméss der Definition 9 und der dort anschliessenden Bemerkung sind die Niveaumengen
von t;(z) konzentrische Kugeloberflichen. Daher nimmt ¢;(z) ihr Maximum im Mittelpunkt
v! — 5o F(v') an. Es gilt

R 1 ?
max ti(z) = <F(vl),v2 —v'+ %F(vl)> —avt =0+ %F(vl)
1 , 1 ,
— | F(! 2 - F(v' 2
S PP — | F(w)
1
<l (319)
do
Die Behauptung (3.15) folgt aus (3.14) zusammen mit der Schranke (3.19). O
Lemma 3.6 Firj > 1 gilt
z+1 . 3
—Zlogt (v") Zlogt —lognj — — + 2log 2.
nj
Beweis: Es gilt
=) “logt;(v) = B;j(v7) — Bo(v°) + Bo(v°) — Bo(v?). (3.20)

~~ ~~

(%) ()
Mit der Definition der Barrierefunktion und der Minimaleigenschaft von v?~! folgt fiir (¥)

Bl(vl) = Bifl(vi) — log tl;l(?)i) 2 Bz',l(viil) — log tl;l(?)i),
BZ(UZ) — Bz',l(?)i_l) Z — logti,l(vi).
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Die Summation iiber ¢ =1, ..., j fithrt zu
j—1
B;(v7) = Bo(v") > =) "logt;(v't). (3.21)
=0

Fiir (#+) wird Bo(v/) nach oben abgeschitzt. Nach dem Lemma 3.4 kann das analytische
Zentrum v’ nicht beliebig nahe am Rand von K© liegen. s;(v7) ist somit immer echt grosser
als 0. Es folgt mit dem Lemma 3.4

, ong +1
() >
si(v)) > nj+2(¢ -9, N2
92 _
—log si(v’) < log %%1) — 2log(¥; — 1)) (3.22)
Da die Logarithmusfunktion strikt konkav ist, gilt log(nj + 2) < log(nj + 1) + w7 +1 Damit

kann der Logarithmus in (3.22) abgeschiitzt werden durch

(nj +2)
nj—+1

= 2log(nj + 2) —log(nj + 1) <log(nj + 1) +

2 .3
log <lognj + —.
1 nj

Aus (3.22) folgt nach Summation iiber i =1,...,n

Bo(v’) <lognj + i —2— Zlog —1). (3.23)

)
=1

i

Da s;(v) ihr Maximum fiir v; = v 2% annimmt und By(v) symmetrisch beziiglich diesem v
ist, kann By(v") exakt angegeben werden. Es ist

1 & 1 Ui —
v0) = - Zlogsi(vo) = Zlog (
i=1 i=1

Die Behauptung folgt nun aus (3.20) zusammen mit (3.21),(3.23) und (3.24). O

> :—Zlog +2log2

(3.24)

Lemma 3.7 Fir j > 1 und s > 1 gelten die Summenabschdtzungen

|
—

j
1 1 1
log(i +1))* < —— (logj)*™ 4+ = (1 2
2 i (log(i +1))* P (log j)™"" + 5 (log j)", (3.25)
I 1
Z - <logj+1, (3.26)
=1 ¢
j
1 1
Y 5<2--, (3.27)
; 2 ]
=1
logi > jlogj — j. (3.28)
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Beweis: Fiir j = 1 ist (3.25) trivial. Im Fall j > 2 beweisen wir die stirkere Aussage

I
—

j
1 1 1
log(i +1))° < —— (log §)*T + = (log 5)°. 3.29
Hl(og(w ) S+1(0g3) +j(0g.7) (3.29)

Il
o

7

Es wird gezeigt, dass die Zunahme der linken Seite beim Ubergang j — j + 1 kleiner als die
Zunahme der rechten Seite ist. Da die Logarithmusfunktion konkav ist, folgt fiir die Zunahme
der rechten Seite von (3.29)

(log(j +1))°*"  (log(j +1))° (logj)**' (logj)®

s+1 J+1 s+1 j
. s s+1 N s+1 N\ S
SQogG+1))” 1 (k)gj Lt ) _ (logj)"" _ (logj)
Jj+1 s+1 J+1 s+1 J+1
(log(j+1))° 1 ( A (log j)*
= 1 s 1
(S+ 1) Y ) _ (logj)**!  (logj)®
2 ) (j+1)? (j+1)sHt s+1 j+1-
>0

Damit ist (3.25) gezeigt. (3.26) gilt, da 1 monoton fallend ist. Somit ist

' 71
Y -< | —dot1=logj+1.
i 1 1 T

Das gleiche Argument fithrt zu (3.27). (3.28) wird mit Hilfe der Formel von Stirling gezeigt.
Es gilt

1 9
2! = 2zt re "t 1 mit 0 < ¥ < 1,

logz! > xlogz — x.

Damit folgt aus ZLI logi = log j! die Behauptung (3.28). d

Lemma 3.8 Mitn := %2 L0 gilt fir j > 1

! 1 1 3
= logti(v?) > ~jlogj —j (logn+ = | —lognj — —.
P 2 2 nj

Beweis: Aus der Definition von t;(z) folgt mit (3.15)

t;(v'T) < Lpv' — o™ (3.30)
2
< L_ 1+6 1 '
T o 8 1+ 1
————
=n

(3.31)
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Da v**! im Innern von K' liegt, ist ¢;(v**!) > 0 und wir kénnen (3.31) logarithmieren. Dies
fithrt zu

, 1
—logt;(v'T!) > —logn + 3 log(i + 1),

Jj—1 J
; . 1 .
_Zlogti(vwl) > —jlogn + 5Zlogz. (3.32)
=0 i=1
Mit (3.28) erhélt man
j—1 1 .
= logti(v™*h) = —jlogn + gjlogj — %
i=0
Zusammen mit dem Lemma 3.6 folgt die Behauptung. O
Die bewiesene untere Schranke fiir B := — Z{;Ol log t;(v7) soll nun mit einem iterativen Schema

verbessert werden. Wir nehmen v := L IQLQG > 1 an. Die Definition von L rechtfertigt diese

Annahme.

Lemma 3.9 Fiir alle j > 1 gilt

j—1

. 4 2
B=— g logti(vj)>j10gj—j(210g”y+2)—j§ —+2logn+2| ——+2.
— n Jn

Beweis: Da das geometrische Mittel kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel ist, folgt

T; —j% (ti(v7))

7

|
—

1

Il
o

j—1

> G T (ta(win)™

1=0

-1 i1 .
i=0

Wir wenden nun das von Liithi und Biieler vorgeschlagene iterative Schema an.

(o) Das Lemma 3.8 liefert eine erste untere Schranke fiir B = — g:& logt;(v7).
(i) Mit (3.33) wird 7 von unten beschrénkt.

(ii) Diese untere Schranke eingesetzt in (3.14) ergibt eine obere Schranke fiir |v/ — v/~!| und
mit (3.30) eine obere Schranke fiir ¢;(v'*1).

(iii) Das Lemma 3.6 liefert mit dieser Schranke fiir #;(v**!) eine neue, bessere untere Schranke
fiir B. Mit dieser gehen wir zu (i).

Im ersten Durchgang gilt:
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(i) Fir alle 5 > 1 ist

1 1 1 3
Tj > jexp (510gj - (108;77+ 5) —jlognj - —2)

nj
N————
:'01
3
= exp logj—Cl——lognj—H

(ii) Daraus folgt

(314) 14+6 3 11 31
v — i < ;exp(—zlogj—k C'1+——logn] 5—2>
(3.30) 3 1 3 1
log t;(v"1) < logy — 21 1)+ = - 1 4+ 1)+ ————
ogt;(v"") ogy — ; log(i + )+201+2Z.+1 og(n(i+1)) + 553 WG E
(iii) Summation iiber i =0,...,7 — 1 fiihrt zu
(4) (B)
: 3L 1 1 11
_Zlogt,(v ) > jlog’y+421logz 3201 zlognEi
= , = (3.34)
132 1 31
- 1 -3 2
Z irq st D 2n;¢2
~——
(@) (D)

(A) kann mit (3.28), (B) mit (3.26), (C) mit (3.25) und (D) mit (3.27) abgeschétzt
werden. Damit folgt aus (3.34)

. 3 11
=2 _logti(v™!) > — jlogy + 5 (logj — j) = j5C1 — 5 logn (logj + 1)

1/1 1 3 1
— = (=02 /)2 + =log j 9_ =
2<2(0g1) +20g3> 2n< j)

3 3 1 1 1
:Zjlogj—j (log'y+ Z+§Cl> —log j <§logn+ Z)

=:C>

(logj)?1 1 3 1 3
— 2 [ —— )= (=1 — .
2 2 G\ 2n g sty
Mit dem Lemma 3.6 erhalt man

3. . (1 5 (logj)?1 13 3 3
—41 — —1 —1 -] = —— - —— (=1 - .
B>4j ogj — jCo ogj(2 0gn+4> 5 3 j2n 2ogn+n

Damit ist eine erste verbesserte untere Schranke fiir B gefunden worden. Fiir den Iterations-
schritt [ — [ 4+ 1 machen wir die Annahme

l
B> ujlogj—jCi—)
s=1

logj)* -, 1
( Ogg” Q5 — ER} ~ RO (3.35)
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(i) Mit (3.33) folgt

1
T; >]exp<1/llogj—0 Z ]8) Ql_]_Rl_ER?)
s=1

1
Js 7 J

= exp ((1+Vl)log]—C' Z

(ii) Einsetzen dieser Schranke in (3.14) fithrt mit (3.30) zu

(log(i+1))*
(i4+1)s

7 1 s
logt;(v'*1) <log~y — log(z+1)+ Cl 22_; Q;

1 R} 1 R
+ ——5 = L.
(+1)22 "i+12

111) Summation iiber 2 =0,...,7 — 1 fiihrt zu
iii) S i ber i =0 j — 1 fiih
i-1 L
} (log(i +1))° Qf
) +1 _ i} Sk =l
— E log t;(v* jlogv—k E log i ] E E Z+1 5
=0 =1
&1 RV
_?Zﬁ_TZi:j'

Mit dem Lemma 3.7 lassen sich die Summen abschétzen. Es gilt

(log j)*+t  (logj)®*\ QF
( s(s+1) + 2s >_l

l
; . 1+vy . .
= logti(v™!) > — jlogy + —— (jlogj —5) = )
; s=1

2

—j%—%ll <2—%> —%?(logj+1).
Das Lemma 3.6 liefert nun fiir B die neue untere Schranke
= =:Cl41 =Q;H
Ton . 1 1+ S (og))! "
B>leogj—1(log’y+§Cz ) 521 ] ( QF + QS )
— log j ( 5 al +1> % %l —% <§ %) (R??+Rll+logn>.
::Qzlﬂ QEE = R11+1 :ZR?H

Fiir die Folgen der Koeffizienten gelten folgende Rekursionsformeln und Anfangsbedingungen:

1—{—1/1 1
U = VG = —
+1 9 1 27
C 1
Cz+1:10gv+7l+w+1 Cl:logn+§,
RO 1 1 5
Qi1 =+ Ql +1 Q%:§10g77+17
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1
Qi = 50! Q3 =5
QJ - QS*1+1QS §=2 l
I+1 2(8—1) 1 4 l yeeeyly
3 1 3
1 1
frn=5 "3 2= oy
0 L o 1 o3 3
Rl+1:—Rl+Rl+logn R2:—logn+—.
2 2 n
Im Limes [ — oo erhalt man fiir die Koeflizienten
Voo = 1, Coo =2logvy + 2,
2 4
Rl = - RY = —~ + 2logn, (3.36)
8 4 4
Qéo:3—n+§10gn+§7 Q=0
Fiir Q2. gilt die Gleichung
2 AN |
S — 1
— — [z . 3.37
@ 3(s—1) (3) (s—1)1 "= (3:37)

(3.36) und (3.37) eingesetzt in (3.35) fithrt zu

Zlogj)® 12 4
B> jlogj — j(2logy +2) — —QMZ—

:exp(% logj)—l

Nun kann das Hauptresultat bewiesen werden.

Beweis von Satz 3.3: Der Beweis basiert darauf, dass die untere Schranke fiir B aus dem
Lemma 3.9 schneller wichst als die folgende obere Schranke.

Sei v/ := (v + v*). Die Taylorentwicklung von t;(v) um v/ fithrt zu
ti(v*) — ti(v7) + afv* — o7 2 = (VE;(v7), 0" — 7).

Mit 97 — v/ = L (v* — 07) folgt

(ti(v*) — ti(v7) + alv* — 01 *) = (Vt;(v7), 07 — 7). (3.38)

N | —

Wird 7/ in die Taylorentwicklung eingesetzt, so ergibt sich mit (3.38)
t;(v7) = ti(vj) + (Vti(vj),ﬁj — Uj) — oz\ﬁj — Uj]2
‘ 1 . . 1 .
(3.38) ti(v?) + 3 (ti(v*) — ti(v)) + ajv* — v ?) — Za|v* — 7|2

. 1 :
(t:(v7) + ti(v")) + Za\v* — )2

N —
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Da der Logarithmus konkav ist, folgt nach Streichung des positiven Terms ¢;(v*)
» 1 o1 1, ., ‘19
logt;(v7) > 5 log t;(v’) + 3 log §a|v —o7|" ). (3.39)
Da s;(v) konkav ist, gilt
_j RN SN S BPIPN B
si(@)=s; | zv"+ =0 | > Esi(v )+ Esi(vj) > Esi(vj). (3.40)

v/ minimiert B;. Somit gilt mit (3.39) und (3.40)

. 1 it .
Bj(v') < —— E log s;(v7) — E log t;(v7)
n
i1 i=0

1< 1 1423 1 a .
<23t (3nieh) - S st - v (31 - )
=1 =0
j—1

1 & 1 1 o,
:log2—gi2;logsi(v])—§;glogti(v])—§jlog(§|v —v]|2),

B = B;(v%) — Bo(v') < 2log2 — jlog (" — o/]?)

Diese obere Schranke wird nun mit der unteren Schranke aus dem Lemma 3.9 verglichen. Es
ist

4 2 .
jlogj —j(2logy + 2) —j§ <— +210gn+2> —— +2<2log2—jlog (%|v* —vj|2>.
n jn
Nach Division durch j und Logarithmierung erhélt man
4
a =4 2logn + 2 2 2 —2log?2 o
—jexp(—2logy —2)exp | —2———~—— | exp <——7> < |v* =77,
2 ) Vi j*n J |

2 ., 2 249 2 2_-9log2 ,
—Pan?’/Fexp<2—|—” ——+7,()g>>\v*—vjl2.

Vi JPn J

(4)

(A) ist monoton fallend in j und n. Damit kann (A) durch eine Konstante abgeschitzt werden
und es folgt die Behauptung. ([

Korollar 3.10 Sei h die Maschenweite der rdumlichen und T die Schrittweite der zeitlichen
Diskretisierung. Seien v* und vJ wie im Satz 8.8 bestimmt. Wird

T = h?

gewdhlt, so gilt

st
=

v* — ! | < ¢(n(h))
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Beweis: Im Beweis vom Korollar 2.29 wurde o = % + )\H]\{i:s gezeigt. Sei A1 der kleinste
Eigenwert des Gebietes € fiir das Laplace-Eigenwertproblem. Mit dem Satz 2.16 kann « nach

unten abgeschitzt werden durch

a> % + A1 (3.41)
Fiir L gilt mit (2.41)
e
< mas (L= A 410

Da K beziiglich der M-Norm beschrinkt ist, folgt mit dem Satz 2.16

1 1
L< -+ =. 42
<c (7_ + h2> (3.42)
Aus (3.41) und (3.42) ergibt sich

L i+4% T
— <1< (1 —). 3.43
o~ c% + A et h? ( )
Mit der Wahl 7 = h? folgt die Behauptung aus (3.43) und dem Satz 3.3. O

Bemerkung zur Komplexititsanalyse des Algorithmus ACQCM

Der Algorithmus ACQCM arbeitet mit exakten analytischen Zentren. In einer konkreten Im-
plementierung werden diese jedoch nur ndherungsweise berechnet werden kénnen, was einen
Einfluss auf die Gesamtkomplexitit des Algorithmus hat. Der Satz 3.3 macht eine Komple-
xitédtsaussage beziiglich der Anzahl Iterationen des Algorithmus. Fiir eine arithmetische Kom-
plexitéitsaussage miisste die Anzahl Newtonschritte, die fiir die Berechnung einer Néherung des
analytischen Zentrums v/*! gegeben v/ nétig sind, untersucht werden.

3.2 Berechnungsbeispiele

Die aufgezeigten Beispiele basieren alle auf der Wérmeleitungsgleichung. Der elliptische Ope-
rator ist somit der Laplace-Operator. In den ersten zwei Beispielen ist die Menge €2 das Ein-
heitsintervall [0, 1]. Der Funktionenraum ¢ wird durch S, mit h = & approximiert. Fiir die
zeitliche Diskretisierung wird die Schrittweite 7 = %hZ gewihlt. ¥ und ¥ werden durch ihre

Interpolierenden En =IIy, yn = Il genéhert.

In den Darstellungen zum ersten und zweiten Beispiel werden die Hindernisfunktionen gestri-
chelt und die approximierte Losungsfunktion » ;" yF;(x) der diskreten Variationsungleichung
fett gezeichnet.

Im ersten Beispiel ist die Funktion f auf ganz € gleich —10. Die Anfangsbedingung ist in
der Abbildung 3.3(a) dargestellt. Die stationére Losung (Abbildung 3.3(d)) wurde durch eine
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Losung mit grossem ¢ genéhert und nicht als Losung der elliptischen Variationsungleichung
bestimmt. In diesem Beispiel hat die obere Hindernisfunktion keinen Einfluss auf die Lsung.
Wird eine Hindernisfunktion weggelassen, so ist K° nicht mehr beschréinkt und das analyti-
sche Zentrum ist nicht definiert. Existiert in jedem Zeitschritt k ein endlicher Startwert v°,

zum Beispiel y*~!, so ist K' beschrinkt und alle gemachten Uberlegungen kénnen auf K*
angewendet werden.

In der konkreten Berechnung fiir den Zeitschritt k& wurde als erster innere Punkt v° nicht das
analytische Zentrum von K°, sondern y*~! verwendet. Die weiteren Iterationsschritte erfolgten
gemiiss Beschreibung des Algorithmus ACQCM. Mit diesem Vorgehen nutzt der Algorithmus
die Eigenschaft, dass fiir kleine 7 y* nahe bei *~! liegen muss, aus. Die Anzahl benétigter
Iterationen fiir das Auffinden einer Losung konnte damit reduziert werden. Fiir die Naherung
eines y* mit der Fehlertolleranz ¢ = 0.001 bendtigte der Algorithmus ACQCM hochstens 17
Iterationen. Das Abbruchkriterium |v* — v/| < € wurde mit Hilfe des Lemmas 3.2 iiberpriift.

144] e 2 | 144, -
127, | ——— - 124 \
| b | TN
101! s . 104! \ i
8! \ |/ 8| / N
! S \ ! \ / \ :
64 ' 6 / \ / S

4 o/
24/ | 24/
7 ‘\\i ‘\v}"}
0 0.2 04 x 06 08 1 0 0.2 04 x 06 08 1

(a) Zeitpunkt t = 0 (b) Zeitpunkt ¢ = 0.001
141 % 141

0 02 04 x 06 0 02 04 y 06

(c) Zeitpunkt ¢t = 0.006 (d) Zeitpunkt ¢t ~ oo

Abbildung 3.3: Erstes Beispiel zur Warmeleitungsgleichung mit Hindernissen
Im zweiten Beispiel soll ein interessanter Aspekt der Diffusion gezeigt werden.

Lemma 3.11 Sei u* € K die stationdre Losung der Variationsungleichung (V), d.h. es gilt
a(u*, o —u*) = (f,o—u*)>0 Voek. (3.44)
Ist w die Losung von (V'), so gilt

lu(t) — u*| < |ug — u*|e”*.
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Beweis: Wir nehmen ug # «* an, da sonst nichts zu zeigen ist. Nach dem Lemma 2.10 erfiillt
u fiir fast alle ¢ € [0, 7] die Variationsungleichung

(w(t) — f,0—u(t) +a(u®),s—ut) >0 VieK. (3.45)
Wird (3.45) mit 0 = u* getestet und zu (3.44) mit © = u(t) addiert, ergibt sich
(a(t),u” —u(t)) +a(u(t) —u*,u* —u(t)) > 0.
Da a(.,.) koerzitiv (vgl. (2.11)) ist, folgt zusammen mit @* =

~ L —u(®)? > 20 Ju” — u(®)? > 20 |u” — u(t).

Sei ®(t) := |u* — u(t)|?. Die Integration von 0 bis ¢ fiihrt zu

td(s) td
ds= [ —log®(s)ds < —2at
/0 B(s) s /0 7 108 (s) ds < —2at,

d(t) < D(0)e 2.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Nach dem Lemma 3.11 strebt die L?-Norm iiber  von u(t) — u* monoton gegen 0. Diese
Aussage gilt nicht lokal. Ein Gegenbeispiel liefert das zweite Beispiel, welches in der Abbildung
3.4 dargestellt ist.

Es ist f(z) = —30 in ganz Q. Uber ' = [0.55,0.8] nimmt die L?-Norm nicht monoton ab.
u* stimmt in Q' mit der unteren Hindernisfunktion iiberein. In der Abbildung 3.4(c) ist zu
erkennen, dass u(t) fir t = 0.0016 in €’ mit der stationdren Losung zusammenfillt und im
Zeitpunkt ¢ = 0.006 (Abbildung 3.4(d)) sich wegen der Diffusion wieder teilweise von u*
entfernt.

Ein Losungsalgorithmus kann somit nicht dadurch vereinfacht und beschleunigt werden, dass
man sich auf die Teilgebiete von € mit u(t) # u* beschrénkt.

Im letzten Beispiel ist die Menge Q das Einheitsquadrat im IR%. Es ist f(z) = —1 in ganz Q.

Fiir die Bildung des Raumes S;, wurde eine regulédre Triangulation mit Maschenweite h = 2—11

verwendet. Die zeitliche Diskretisierung wurde mit 7 = 0.00125 durchgefiihrt. Das Ergebnis ist
in der Bildfolge 3.5 dargestellt. Da die obere Hindernisfunktion () = 15 keinen Einfluss auf

die Losung hat, wurde auf die Darstellung verzichtet.
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147 N\
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104!
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Abbildung 3.4: Zweites Beispiel zur Wirmeleitungsgleichung mit Hindernissen
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(a) Unteres Hindernis (b) Zeitpunkt t =0

e
8
6 2=
4
2
0 0
0.2 0.2
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8
11
(c) Zeitpunkt ¢ = 0.0025 (d) Zeitpunkt ¢ = 0.025

(e) Zeitpunkt ¢t = 0.045 (f) Zeitpunkt ¢ = oo

Abbildung 3.5: Beispiel zur Wirmeleitungsgleichung mit Q ¢ IR?



Kapitel 4

Zusatzbetrachtungen und Ausblick

4.1 Kollokationsverfahren bei Variationsungleichungen

Fiir den Ubergang von der semidiskreten zur diskreten Variationsungleichung kénnen verschie-
dene Differenzenschemen verwendet werden. Bei parabolischen Gleichungen kann mit dem
Crank-Nicolson Schema die Fehlerordnung beziiglich der Zeit gegeniiber dem Euler Schema
verbessert werden. Mit dem Kollokationsverfahren lassen sich die verschiedenen Schemen ein-
heitlich betrachten.

Wird die Idee des Kollokationsverfahrens fiir parabolische Gleichungen (vgl. [2]) in gleicher
Art und Weise auf parabolische Variationsungleichungen {ibertragen, so erhilt man mit dem
Kollokationsparameter ¢ € [0, 1] die diskrete Variationsungleichung

(%M( Ceyt s (-t et) —Lo— (-0t cy’“)) >0 Ve KEZJ)

Fiir ¢ = 1 entspricht dies dem riickwérts Euler, fiir ¢ = % dem Crank-Nicolson und fiir ¢ = 0

k k—
dem vorwirts Euler Schema. Sei y¥ := (1 — ¢)y*~! + cy*. Mit ¥ — ¢! = % kann (4.1)

geschrieben werden als

1 -
(_M(yéc — ")+ Syh — v - yf) >0 YveK,. (4.2)

TC

Fiir jedes k und c € (0, 1] lisst sich die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung y* von (4.2)

. o P o . .. kE _ k-1 ylcﬂfyk_l
in K, wie im Fall ¢ = 1 (Korollar 2.29) beweisen. Fiir ¢ < 1 muss y* = y*~" + #—— aber

nicht in K, liegen.

Die Abbildung 4.1 liefert ein Gegenbeispiel zur Existenz einer Losung y* € K,,. Das Beispiel
basiert auf der Wirmeleitungsgleichung iiber dem Intervall Q = [0, 1] mit f(z) = 0, (z) = 10
und ¢(z) = 1. Der Funktionenraum U wird durch den eindimensionalen Raum S, mit h = 0.5
apprgximiert. Der Koeffizientenvektor y einer Funktion aus S}, besteht aus einer Komponente,
die den Funktionswert an der Stelle ' = 0.5 angibt. Die zeitliche Schrittweite betrsigt 7 = 0.05.
In der Abbildung 4.1 sind y* k=0, ...,6 fiir ¢ = 0, % und 1 dargestellt. Als Anfangsbedingung
wurde y° = 9 verwendet. Zum Vergleich ist die Losung der semidiskreten Variationsungleichung
y(t) durchgehend eingezeichnet. Fiir ¢ = 0 bzw. ¢ = % ist deutlich zu erkennen, dass y> bzw.
y* nicht in K,, = [1,9] liegen.
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9
5]
7 > :c=0
1
y = :¢c=1/2
6 + c=1
5]
2
y y
4]
3
3 y
- 4 5
2 y y
1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Abbildung 4.1: Gegenbeispiel zur Existenz einer Losung in K, fiir ¢ < 1
Wie kann (4.1) geéindert werden, um die Existenz einer Losung in K, zu sichern? Es driingen
sich zwei Methoden auf:

1

1. Wegen y* = 3+~ + % muss y¥ in (4.2) auf die Menge

ok et AR
K ::{UE]R”:y_—FfEKn}

eingeschriinkt werden. Damit ist y* € K, gesichert. K& entsteht aus K,, durch zentrische
Streckung mit dem Faktor ¢ um das Zentrum 3%~

2. In der Variationsungleichung (4.1) ist der Teil v — y¥ dafiir verantwortlich, dass y* in K,
liegt. y* € K,, kann daher erreicht werden mit der Variationsungleichung

1 ~
(—M( Foyb D) 4 Syf v~ yk> >0 YoeK,. (4.3)

T

Lemma 4.1 Fiir ¢ € (0,1] seien §* € K5* die Losung von

1 _
<—M(.@’§ —yF Y+ S - 10— g’g) >0 Voe Kok (4.4)

TC

und §* = yF1 + M Ist y* € K,, die Losung von (4.3) mit y¥ = (1 —c)y* ' + e, so gilt

~k k
¥y =Y,

d.h. (4.3) und (4.4) sind dquivalent.
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. . k o k—1 __ y(’ffyk_l . . . .
Beweis: Mit y* — " = folgt nach Multiplikation mit ¢ aus (4.3)

[

1 ~
(—C]W(yéC P Syt e+ (1 -y (1 —e)ht — cyk> >0 Yve K,
-

Kk =—y¢
Da zu jedem 7 € K3 ein v € K, mit & = cv+ (1 — ¢)y*~! existiert und y* € K5* aus y* € K,,
folgt, ist ¥ auch Losung der Variationsungleichung (4.4).

Umgekehrt schliessen wir mit & = cv + (1 — ¢)y*~! und g% = y*~1 + M aus (4.4)
1 -
(—M(gj’C — Y+ SGE —Lev+ (1 -yt — et — (1 - c)yk_1> >0 YveK,.
-
Nach Division durch ¢ folgt, dass §* auch Losung von (4.3) ist. O

Es bleibt die Frage offen, wie die Fehlerabschitzung aus dem Abschnitt 2.4.2 auf den Fall der
Kollokation {ibertragen werden kann.

4.2 Semilineare Variationsungleichungen

Der vorgeschlagene Algorithmus ACQCM kann auch zur Losung von semilinearen Problemen
verwendet werden. Hangt f nicht linear von w ab, so gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder ist
F(u) =4+ Au — f(u) auf K stark monoton oder nicht. Beide Fille werden in einem Beispiel
dargestellt.

Die diskrete Variationsungleichung wird wie im Abschnitt 2.3 hergeleitet. Die Semilinearitét
f(u) wird durch ihre Interpolierende I1f(u) gen#hert.

Das erste Beispiel basiert auf der Gleichung
i—Ai=—cvVi  inQ=][0,1]

mit der Randbedingung @ = 1 auf 0. Die Randbedingung kann mit der Transformation
u =0 — 1 zu 0 gedndert werden. F' hat nun die Form

F(u) =14 — Au+cvu+ 1.
Es gilt fiir u,v € L?(0,T;U)

T T T
/O(F(u)—F(v),u—v)dt—/o (u—v,u—v)dt+/0 (V(u—v),V(u—0))dt

T
—|—c/ (\/u+1—\/v+1,u—v)dt.
0

A

A kann geschrieben werden als

A:/(\/u+1—\/v+1)(u+1—(v+1))d:z:
Q

_/(\/u+1—\/fu+1)2(\/u+1+\/v+1)dwZ0-
Q
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Damit ist F'(u) stark monoton auf L?(0,T;U). Fiir alle v € K gelte v(x) > —1 fast {iberall €.
Sei W : IR" — IR™ mit (W(y)); := /y; fiir ¢ = 1,...,n. Die diskrete Variationsungleichung
lautet M u
((——1—5’) yk——ykl—i—cMW(yk—i—l),v—yk) >0 Yo e K.
T T

Da F auch mit der Semilinearitét stark monoton ist, kann der Term M W (y* 4 1) in impliziter
Form belassen werden und in die Definition der quadratischen Schnitte integriert werden. Im
Zeitschritt k gilt fiir beliebiges v € K,

Co={z€R": t,(2) = ((g—i—S) v — %yk1+cMW(v+1),v—z> —alv — 2> > 0}.
T T

0.81 081
06|, 061
0411 04l
0.2 0.2
0 0.2 04 x 06 0.8 1 0 0.2 04 x 06 08 1
(a) Zeitpunkt t =0 (b) Zeitpunkt t = 0.02
087 081
o.e—E o.e:’a_‘
0.411 04l
0.2 0.2
0 0.2 04 x 06 0.8 1 0 0.2 04 y 06 08 1
(c) Zeitpunkt t = 0.046 (d) Zeitpunkt ¢ ~ oo

Abbildung 4.2: Semilineares Beispiel mit monotoner Semilinearitét

Die Hindernisfunktionen und die Anfangsbedingung sind in der Abbildung 4.2(a) dargestellt.
Es wurden h = %, 7 = 0.002, ¢ = 20 und € = 0.0005 verwendet. Das Abbruchkriterium wurde
mit dem Lemma 3.2 bestimmt. Der Algorithmus ACQCM fand in jedem Zeitschritt & eine
Losung nach hochstens 17 Iterationen. Das Ergebnis der Berechnungen ist in der Abbildung

4.2 gezeigt.

Das néchste Beispiel basiert auf der Gleichung

t—Au—u?>=0 inQundu=0 auf 09,
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welche bei gentigend grosser Anfangbedingung zu Blow up fiithrt. In diesem Beispiel ist F'(u) =
@t — Au — u? nicht mehr stark monoton. Sei Q(y*) € IR" definiert durch (Q(yk))z = (y*)? fiir
¢t =1,...,n. Die diskrete Variationsungleichung

M M ~
<(—+S> Y- =y - M Q(yk),v—y'“> >0 Vve Ky
T T

kann nicht mit dem Algorithmus ACQCM geltst werden. Da F' nicht stark monoton ist, muss
die Losung v* nicht im quadratischen Schnitt C; enthalten sein. Wird die Semilinearitét in
expliziter Form in die diskrete Variationsungleichung {ibertragen, so erhédlt man

M M N
<(— + S) yP— — - M QY v — yk> >0 Yo € K. (4.5)
T T

F(y) = (% +8)y— %yk_l — M Q(y*1) ist stark monoton und (4.5) kann mit dem Algorith-
mus ACQCM numerisch gelost werden. Fiir die Berechnungen wurden h = %, 7 =0.001 und
e = 0.05 gewahlt. Das Ergebnis ist in der Bildfolge 4.3 dargestellt.
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(e) Zeitpunkt t = 0.208

Abbildung 4.3: Semilineares Beispiel mit nicht monotoner Semilinearit &t

(f) Zeitpunkt t ~ oo
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