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1 Einleitung

Brézis und Nirenberg betrachten in [BN] das nichtlineare, elliptische Randwertpro-
blem

Au+du+u>1=0 in D
u>0 in D (1.1)
u=~0 auf 0D.

Hierbei ist D C R"™, n > 3 ein beschrinktes Gebiet, 2* = % der kritische Sobolev-
exponent und A € R ein Parameter. In Abhéingigkeit von A untersuchen die Autoren
die Existenz von Losungen dieses Randwertproblems, das in der Literatur meist mit
Brézis-Nirenberg Problem bezeichnet wird.

Losungen von (1.1) entsprechen kritischen Punkten des Variationsproblems

Sx(D) = inf {/ \Vul? dx—)\/ u? da:},
ueX D D
mit X = {u € Hy”(D) ‘ / u? dr = 1} : (1.2)
D

Hierbei bezeichnet H,*(D) die Vervollstéindigung von C$°(D) beziiglich der Norm
lulli2 = (f,|Vu[? dz)'/2. Da die Sobolev-Einbettung von Hy*(D) nach L (D)
nur noch stetig und nicht mehr kompakt ist (vergl. [Ad, 5.4,6.2]), lassen sich die
Standard-Methoden der Variationsrechnung nicht anwenden, um die Existenz eines
Minimierers von (1.2) und somit einer Lésung des Randwertproblems (1.1) zu zeigen.

Die urspriingliche Motivation fiir Brézis und Nirenberg, die Gleichung (1.1) zu unter-
suchen, war das aus dem Bereich der Riemannschen Geometrie stammende Yamabe-
Problem (vergl. [Tru], [Aub]) sowie weitere Probleme aus der Geometrie und Physik,
die ebenfalls einen ,Mangel an Kompaktheit“ aufweisen (vergl. [BN]).

In seinem Ubersichtsartikel zu Randwertproblemen der Form (1.1) stellt Brézis [Bre]
fest, dafl die Existenz von Losungen einerseits von A, andererseits aber auch von
der Topologie beziehungsweise Geometrie des Grundgebiets D abhingt. Ausgehend
davon betrachten Bandle, Brillard und Flucher [BBF] dieses Problem auf Gebie-
ten in R&umen konstanter skalarer Kriimmung. Die skalare Kriimmung R, einer



1 FEinleitung

n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik g kann dabei
einerseits mit Hilfe der Metrik abstrakt definiert werden (vergl. [Aub, 1.2.3]). Ande-
rerseits ist die skalare Kriimmung R,(x) ein Ma8 fiir die Abweichung des Volumens
einer kleinen geoditischen Kugel B, (x) auf der Mannigfaltigkeit vom Volumen einer
euklidischen Kugel mit demselben Radius. Fiir x € M und kleine Radien r gilt die
Formel (vergl. [GHL, 3.98])

Vol(B,(2)) _ Ry(z)

Vol(B,(0)) l—mr + o(r?). (1.3)

Betrachtet man Réume mit konstanter skalarer Kriimmung, daf heifit R,(z) = R,
fiir alle z € M, so unterscheidet man die drei Fille R, = 0, R, > 0 und R, < 0.
Als Modellrdume dienen der euklidische Raum R" mit R, = 0, die Sphire $" mit
R, = n(n—1) und der hyperbolische Raum H" mit R, = —n(n—1) (vergl. [BBF]).

Fiir Gebiete im R", n > 3 ist das Brézis-Nirenberg Problem in [BN] gelést worden.
Der Spezialfall der 3-dimensionalen Sphiire $* wird in [BB] behandelt. In dieser
Arbeit wird das Brézis-Nirenberg Problem im n-dimensionalen hyperbolischen Raum
H"™ untersucht. Dabei wird n > 3 angenommen, da fiir n = 1,2 die Einbettung
Hy?(D) C LP(D) fiir alle 1 < p < oo kompakt ist, und die Existenz einer Losung
mit, der direkten Methode der Variationsrechnung gezeigt werden kann.

Der Inhalt dieser Arbeit

In Kapitel 2 werden zunéchst verschiedene Modelle des n-dimensionalen hyperboli-
schen Raums H" vorgestellt. Im Anschlufl daran wird das konforme Kugelmodell,
mit dem im folgenden gearbeitet wird, detaillierter erldutert.

Das Kapitel 3 fiihrt sowohl in die Methode der Symmetrisierung von Funktionen als
auch in die Methode der harmonischen Verpflanzung von Funktionen im hyperboli-
schen Raum ein. Beide Methoden erméglichen Abschétzungen von Variationsfunk-
tionalen durch Konstruktion geeigneter Testfunktionen.

Das Eigenwertproblem

—Amgru = Au in D' c H"

1.4
u =0 auf 0D’ (1.4)

wird in Kapitel 4 behandelt. Dabei ist —Agn der Laplace-Beltrami-Operator in H".
Zunéchst wird eine untere beziehungsweise obere Schranke fiir den ersten Eigen-
wert A; hergeleitet, im Anschlufl daran wird der erste Eigenwert auf geodatischen
Kugeln im H? explizit ausgerechnet.

Das Kapitel 5 enthilt die Hauptergebnisse dieser Arbeit. Zu Beginn wird das Brézis-
Nirenberg Problem im n-dimensionalen hyperbolischen Raum H"” formuliert und die



C?-Regularitit von Losungen desselben bewiesen. Aulerdem wird gezeigt, daf keine
Losung existiert, falls A > A; ist. Wie auch im euklidischen Fall (vergl. [BN]) muf
dann zwischen den Raumdimensionen n > 4 und n = 3 unterschieden werden.

Fiir n > 4 hat das Brézis-Nirenberg Problem auf beschrinkten Gebieten D' C H”
fiir alle A € (@, A1) eine Losung. Ist D' sternférmig, existiert fiir A < @ keine
Losung (vergl. Abschnitt 5.3).

Im Fall n = 3 hingt die untere Grenze des Existenzbereichs von der Grofle des
Grundgebiets ab. Fiir geoditische Kugeln wird die Grenze exakt angegeben, fiir all-
gemeinere Gebiete bleibt das Problem offen (vergl. Abschnitt 5.4).

Der Existenzbeweis wird in beiden Féllen mit Hilfe des Prinzips der konzentrierten
Kompaktheit [Li] gefiithrt, das eine Méglichkeit darstellt, den ,,Mangel an Kompakt-
heit“ auszugleichen. Die Nichtexistenzresultate folgen aus Pohozaev-Identitéten.
Zum Abschlufl des Abschnitts 5.4 wird gezeigt, dafl eine Vermutung von Budd und
Humphries [BuH] beziiglich der unteren Grenze des Existenzbereichs fiir geodétische
Kugeln im H? richtig ist.

In Abschnitt 5.5 wird die Eindeutigkeit von Loésungen untersucht sowie ihr Ver-
halten am Rande des Existenzbereichs. Schliefilich werden die Ergebnisse fiir R”,
H" und $° gegeniibergestellt.

In Kapitel 6 werden mit Hilfe der Existenzresultate aus Kapitel 5 weitere Exi-
stenzsétze fiir das Brézis-Nirenberg Problem auf Mannigfaltigkeiten mit allgemeiner
konformer Metrik hergeleitet. Zur Illustration sind einige Beispiele angegeben.

In Kapitel 7 wird das Brézis-Nirenberg Problem fiir den p-Laplace-Beltrami-Ope-
rator im H" formuliert und ein allgemeines Existenzresultat fiir Gleichungen dieses
Typs von Egnell [Eg2] erldutert. Im Anschluff daran wird die Nichtexistenz von
Losungen auf kleinen Kugeln fiir negative Werte von A mit Hilfe eines Pohozaev-
Arguments gezeigt. Offen bleibt die Frage nach dem exakten Existenzbereich von
Losungen.

Dank

Ich mochte Frau Prof. C. Bandle herzlich fiir die hervorragende Betreuung wihrend
des Entstehens dieser Arbeit danken. Sie hat es verstanden, mich immer tiefer in
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offenes Ohr fiir meine Fragen.

Dr. Wolfgang Reichel danke ich fiir die vielen Gespréche und wertvollen Anregungen
»Zwischen den Biirotiiren“.
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Nr. 2100-063791) zu Dank verpflichtet.
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terstiitzung meiner Ausbildung.






2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

2.1 Modelle des hyperbolischen Raums

Es gibt verschiedene Modelle fiir den n-dimensionalen hyperbolischen Raum H", die
jeweils zueinander isometrisch diffeomorph sind. Drei dieser Modelle werden hier
kurz vorgestellt. Fiir Details sei zum Beispiel auf [BeP| oder [Ra] verwiesen.

Das Hyperboloidmodell

Wir betrachten die Teilmenge
H':={z e R"™" |27 +...+2) — 251 = —1, Tpy1 > 0}

des (n+1)-dimensionalen euklidischen Raums R™*! und versehen diese mit der Me-
trik
dy(x,y) = Arcosh (—21y1 — - .. — Tn¥Yn + Tni1Ynt1) -

Den metrischen Raum (H™,dy) nennt man das Hyperboloid-Modell des n-dimen-
sionalen hyberbolischen Raums H".

Abbildung 2.1: Die Menge H?



2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

Bemerkung 2.1 Analogien zwischen sphérischer und hyperbolischer Geometrie
motivieren dieses Modell (vergl. [Ra, §1.1, §3.2]):

Eine Sphire vom Radius r in R**! hat konstante Kriimmung r% > (, der n-dimen-
sionale hyperbolische Raum hat konstante negative Kriimmung. Daher liegt es nahe,
da} der hyperbolische Raum durch eine Sphére von imagindrem Radius realisiert
werden kann. Imagindre Abstidnde sind unter anderem im Lorentz-Minkowski-Raum
R™ = (R™**, (-,")n,1) moglich, wobei

(@, W1 =T1 + - o+ ToYn — Tnp1Yntt

eine symmetrische Bilinearform auf R™*! ist. Eine Sphiire mit imaginirem Einheits-
radius entspricht der Menge

F" = {x e R

||‘Z‘||i,1 = <.7),,’E>n,1 = 7;2 =-1 } .

Dies ist ein Hyperboloid mit zwei Halbschalen.

N
-

Abbildung 2.2: Die Menge F'!

1

~

Beschrinkt man sich auf die ,,obere“ Halbschale, erhdlt man

H* = {z e R""" | (z,2)p1 = —1, Tpy1 >0} C F".

Das konforme Kugelmodell

Es sei
B" = {z eR" | |z| <1}
die euklidische Einheitskugel. Die stereographische Projektion

(: H* —  B"

I In
r - |,
(1 + Tnp 1 +33n+1>



2.1 Modelle des hyperbolischen Raums

bildet H™ diffeomorph und konform ab auf B™. Die Umkehrabbildung von ( lautet

C_l(y) _ ( 21 2Yn 1+ ‘y‘Z)
L=y "1—|y2 1|y
Hn
B'IL
1

Abbildung 2.3: Stereographische Projektion von H" auf B™

Definiert man fiir x,y € B™ eine Metrik auf B™ durch

dp(z,y) = du (¢ (2), ¢ (y)),
so sind (B",dg) und (H",dy) isometrisch diffeomorph. Es gilt
dp(z,y) = Arcosh (= (¢ (), ' (¥))n,1)

2z — y|? ) (2.1)
1 —]z)(1—yP?) /)"

Den metrischen Raum (B™,dg) nennt man das konforme Kugelmodell des n-dimen-
sionalen hyberbolischen Raums H".

= Arcosh (1 +

Das Halbebenenmodell

Es sei
U" = {z e R" | z, >0}

die obere Halbebene des R".



2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

Die Abbildung
n: B" — u"

T+ e,
r —— — e,
|z + en|?

wobei e, = (0,...,0,1) € R, bildet B™ diffeomorph ab auf U™.

T2

Uy

I

Abbildung 2.4: Bs und U,

Definiert man fiir z,y € U™ eine Metrik auf U™ durch

dy(z,y) == dp(n~'(z),n" (¥)),

so sind (U™, dy) und (B™,dg) isometrisch diffeomorph. Es gilt

d () = Arcosh [ 1+ 2=YY (2.2)
’ 2T Yn

Den metrischen Raum (U",dy) nennt man das Halbebenenmodell des n-dimen-
sionalen hyberbolischen Raums H".

2.2 Das konforme Kugelmodell im speziellen

Im folgenden werden wir das konforme Kugelmodell des hyperbolischen Raums H"
benutzen.



2.2 Das konforme Kugelmodell im speziellen

Um konkrete Rechnungen durchzufiihren, wihlen wir euklidische Koordinaten. Dann
hat der metrische Tensor! die Form

(9ij(z) )z’,j:l...n = (pQ(x) O )i,jzl...n

20 0
0 (2.3)
. SO
0 0 p?
wobei
p: B(0) - R
2 (2.4)

1— |z|?

eine Funktion auf B" = B;(0) C R" ist. Die Komponenten der zum metrischen
Tensor (g;;) inversen Matrix bezeichnen wir mit g%.

p(lz))

1 2|
Abbildung 2.5: Die Funktion p(|z|)
Bezeichnet man mit dz das euklidische Volumenelement und mit |dz|= />, (dz?)?

das euklidische Linienelement, so 148t sich das hyperbolische Linienelement unter
Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention darstellen durch

(ds)® = g;;dz'da? = p°(z)|dz|”. (2.5)
Das hyperbolisches Volumenelement lautet
dV = /gdx = p"(x) dx (2.6)

mit g = det(g;;).

! Fiir die Definitionen der in diesem Abschnitt gebrauchten Begriffe aus der Differentialgeometrie
und der Riemannschen Geometrie, sowie fiir weitere Details sei zum Beispiel auf [Aub], [Jo]
verwiesen.



2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

Fiir das Dirichlet-Integral und den Laplace-Beltrami-Operator ergibt sich

/ |Vinul> dV = /gijuziuzj pldxr = /|Vu\2 P 2da (2.7)
D D D

beziehungsweise
0 . 0u

Hierbei ist D' C H” und D C B;(0) C R" das entsprechende Gebiet in euklidischen
Koordinaten®.

Isometrien auf B"

Eine Isometrie auf B™ ist eine Abbildung 7" : B™ — B™ mit der Eigenschaft

dp(z1,22) = dp(T(21), T(72))

fiir alle z1, 29 € B™, daBl heifit T ist lingenerhaltend beziiglich der hyperbolischen
Metrik.

Fiir jedes y € B™ kann man eine Isometrie konstruieren, die den Punkt y auf den
Punkt 0 abbildet:

Es sei y € B™ beliebig, aber fest gewidhlt. Dann ist die Abbildung
T, : B — B"

(I—|y*)(z—y)—lz—yly (2.9)

H
L+ [zPlyP? =22 -y

eine Isometrie auf B" (vergl. [Ra, §4.5]), dafl heifit es gilt

dp(x1,22) = dp(Ty(z1), Ty(2) ) (2.10)
fiir alle z;,z € B™. Auflerdem ist T, (y) = 0.

T, erfiillt die folgenden Identitéten (vergl. [BBF]), die in spiteren Kapiteln gebraucht
werden. Es gilt

2
r—y
T, (@) = — 2=

= 2.11
T+ Py’ — 22y (2.11)

2 Die Menge D entspricht der Menge D', die unterschiedliche Bezeichnung soll nur verdeutlichen,
daf} explizite Koordinaten gewdhlt worden sind.

10



2.2 Das konforme Kugelmodell im speziellen

sowie
(T(@)) - (T()) = /G (2.12)
Y y 1+ |z2ly)2 -2z -y )
und
1—|y|? "
det T = . 2.13
|det Ty ()] (1+|x|2|y|2—2x-y (2.13)

Dabei bezeichnet E die n-dimensionale Einheitsmatrix.

Insbesondere kann man die Isometrie 7, die auch als ,hyperbolische Translation
bezeichnet wird, dazu benutzen, ein Gebiet D' C B™ mit y € D' isometrisch auf ein
Gebiet D' C B™ mit 0 € D' abzubilden.

]

1 208 06 04 020 02 04 06 08
-0.27 X

1 708 06 04 -o.ﬂ
-0.27

—0.47

b

02 04 06 08
X

02 /04 06 0.8
X

Abbildung 2.7: Ein Gebiet D’ C B? und seine hyperbolische Translation T(O 1 (D")
2

11



2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

Geodatische Kugeln

Eine offene, geoditische Kugel mit Mittelpunkt 2 € B™ und Radius 6 € (0, c0) ist
definiert als die Menge

Bo(z) := {y € B"|dp(z,y) < 0} (2.14)

Diese entspricht einer euklidischen Kugel Bg(Z) fiir ein & € B;(0) C R" und ein
geeignetes R € (0,1). Genauer ist eine Teilmenge S C B" genau dann eine geodéti-
sche Kugel in B™, wenn S C R” eine euklidische Kugel ist, die ganz in B;(0) liegt

(vergl. [Ra, §4.5]).
B? \
R
¥

Abbildung 2.8: Die geoditische Kugel By(z) C B? fiir z = (3,0) und =1

Wir betrachten den Spezialfall einer geoditischen Kugel mit Mittelpunkt 0. Fiir
den hyperbolischen Abstand eines Punktes y € B™ vom Punkt z = 0 gilt (vergl.
Formel (2.1))

2 2
dp(0,y) = Arcosh (1 + L)

(1 —1y[?)
2
= Arcosh w
1=y
= 2 Artanh |y|.

Daraus folgt fiir eine geodétische Kugel mit Mittelpunkt in x = 0

By(0) = {y € B"|dp(0,y) <0}
= {y € B"|2 Artanh |y| < 6}

6
= {y € B" | |y| < tanh 5}

= BR(O) c R",

wobei R := tanh 4 € (0, 1).

12



2.2 Das konforme Kugelmodell im speziellen

Eine geodétische Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius # € (0,00) im konformen
Kugelmodell des H" entspricht also der euklidischen Kugel mit Mittelpunkt 0 und
Radius R = tanh & € (0, 1).

Die hyperbolische Translation (vergl. Formel (2.9) auf Seite 10) bildet Kugeln auf
Kugeln ab:

Lemma 2.1 Es sei D' = By(x) C H" eine geoditische Kugel mit Mittelpunkt x
und Radius 0 € (0,00). Es sei D' := T,(D') die hyperbolische Translation von D'
beziiglich x. Dann ist D' eine geoddtische Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius 6.

Beweis: Nach Definition ist D' = {y € B"|dg(x,y) < 6}. Da T, eine Isometrie
auf B" ist, gilt

D' = {T.(y) € B"|dp(z,y) < 6}
= {Tu(y) € B" |dp(T:(z), Tu(y)) < 6}
= {z€ B"|dgp(0,2) <6}
— B,(0).

Sternformige Mengen

Definition 1 Eine Menge D' C H" heifit sternférmig beziiglich xy € D', wenn fiir
alle z € D' die Geodéte zwischen xy und x ganz in D’ liegt.

Bemerkung 2.2 Diese Definition verallgemeinert die Definition von sternférmi-
gen Mengen im R"™. Dort wird gefordert, daf§ die Verbindungsstrecke zwischen dem
Sternzentrum und einem Punkt z ganz im Gebiet liegt.

Bemerkung 2.3 Die Geodédten im konformen Kugelmodell entsprechen ,,Durch-
messern“ von B" und , Kreisbégen orthogonal zum Rand“ (vergl. Abbildung 2.9).
Zu je zwei Punkten gibt es genau eine Geodite, die kiirzeste Verbindung zwischen
diesen zwei Punkten.

Die hyperbolische Translation (vergl. Formel (2.9)) eines Gebietes D' erhilt die
Sternférmigkeit:

Lemma 2.2 Es sei D' C H" sternformig beziiglich xo € D' und D' =T, (D") die
hyperbolische Translation von D' beziiglich xy. Dann ist D' sternfirmig beziiglich 0.

13



2 Der n-dimensionale hyperbolische Raum H"

Abbildung 2.9: Geoditen im konformen Kugelmodell

Beweis: Es sei x € D’ beliebig. Da D' sternformig ist, liegt die Geodite zwischen
zo und z ganz in D’

Eine Isometrie bildet Geoditen wieder auf Geodidten ab. Somit wird die Geodéte
zwischen zo und x durch die Isometrie 7}, auf eine Geodéite zwischen T}, (x¢) = 0
und T, (z) in D' abgebildet. Mit der Beliebigkeit von z folgt, daB D’ sternformig
beziiglich 0 ist. [

Bemerkung 2.4 Die hyperbolische Translation erhélt neben der Sternformigkeit
auch die Randregularitét einer Menge.

Ist zum Beispiel der Rand der Menge D' lokal der Graph einer zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktion ¢, so ist der Rand der Menge D' lokal der Graph der zweimal
stetig differenzierbaren Funktion ¢ = T, 0 ¢.

14



3 Symmetrisierung und harmonische Verpflanzung

Die folgenden Abschnitte filhren sowohl in die Methode der Symmetrisierung von
Funktionen als auch in die Methode der harmonischen Verpflanzung von Funktio-
nen im hyperbolischen Raum ein. Beide Methoden erméglichen Abschiatzungen von
Variationsfunktionalen durch Konstruktion geeigneter Testfunktionen.

3.1 Symmetrisierung im H”

Die Methode der Symmetrisierung von Funktionen ermoglicht die Berechnung un-
terer Schranken von Variationsfunktionalen. Grundlegende Idee ist, da} man eine
Funktion u durch Neuanordnung ihrer Niveaumengen so in eine symmetrische Funk-
tion u* umordnen kann, dafl wesentliche Eigenschaften der urspriinglichen Funktion
erhalten bleiben. Fiir Funktionen im R"™ wird die Methode zum Beispiel beschrie-
ben in [PS] oder [B1]. Eine Verallgemeinerung fiir Funktionen in Rdumen konstanter
skalarer Kriimmung findet sich bei Baernstein [Bae]:

Es sei (X, p) ein Mafiraum und u : X — R eine mefibare Funktion. Die durch

Bu: R — Ry U {0} U {0}

b p({meX | ul@) > 1) (3:1)

definierte Verteilungsfunktion mifit das Volumen der Niveaumengen von wu.

Definition 2 Falls 3,(t) < oo fiir alle £ > ess inf 4 so wird die monoton fallende
Umordnung' u* von u fiir s € (0, (X)) definiert durch

u*(s) =inf {t € R | Bu(t) < s}. (3.2)

Bemerkung 3.1 Die Funktion u* existiert und ist beschrénkt in (0, z(X)), da die
Niveaumengen von u (fiir ¢ > ess inf u) endliches Mafi haben. Nach Konstruktion
ist u* monoton fallend in s und die Niveaumengen von u und u* sind gleichmefibar,
es gilt B, (t) = By (t) fiir alle t.

L Stichwort ,,monotone decreasing rearrangement®

15



3 Symmetrisierung und harmonische Verpflanzung

MY

/

Abbildung 3.1: Eine Funktion » und ihre monoton fallende Umordnung u*

Wir wéhlen X = H" und als Modell fiir H" das konforme Kugelmodell. Die Ab-
standsfunktion auf B;(0) ist dann gegeben durch

= Arcos 2l = y|2
dp(z,y) = Arcosh (1 TP - \yP))

und das Volumenelement durch dV = p"(x) dx (vergl. Abschnitt 2.2).
Fiir eine mefibare Menge D’ C H" mit Volumen p(D') = [, dV = [, p"(z) dx sei
D% := 9B4(0) = {z € B,(0) | d(0,z) < 6} (3.3)
die geoditische Kugel um 0 mit Radius 6 € (0, oo] mit demselben Volumen wie D'.
Definition 3 Fiir eine mefibare Funktion u : D' — R wird durch
u?: D¥ — R

U ( 1(Bap(02)(0)) ) 34

die symmetrische, monoton fallende Umordnung? u# der Funktion u definiert.

Bemerkung 3.2 Die Funktion v* hat die folgenden Eigenschaften:
1. u¥ ist radialsymmetrisch: u#(z;) = u¥ () falls dg(0,z1) = dp(0, z3).
2. u* ist monoton fallend: u# (z1) > u* (x5) falls dz(0,z;,) < dg(0, x2).
3. u und u* sind gleichmeBbar: §3,(t) = B, (t) fiir alle ¢.

4. Falls u lipschitzstetig ist, so ist auch u# lipschitzstetig, und damit fast iiberall
differenzierbar.

2 Stichwort ,,symmetric decreasing rearrangement®, ,,Schwarz symmetrisation®
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3.1 Symmetrisierung im H"

/ \

Abbildung 3.2: Eine Funktion v und ihre symmetrische, monoton fallende Umordnung u#

Die Symmetrisierung einer Funktion verringert den Wert des Dirichletintegrals und
erhilt den Wert der L?-Norm:

Lemma 3.1 (nach [Bae]) Es sei D' C H" offen und beschrinkt und v : D' — R
eine lipschitzstetige Funktion mit w > 0 in D', u =0 auf 0D'. Dann gilt:

(i) Der Wert des Dirichletintegrals verringert sich:

\Vanu(z) > dV 2/ \Vanu® (2)” dV (3.5)
D’ D#

(11) Fir q € (1,00] gilt

lu(z)|7dV = /D#\u#(ac)\qdv. (3.6)

DI

Der Beweis von Punkt (ii) des Satzes folgt aus der Gleichmefibarkeit der Funktionen
v und u¥. Fiir Punkt (i) sei auf [Bae, S.61] verwiesen.

Bemerkung 3.3 In der Literatur findet man héufig auch
u#(z) = sup {teR |z €{FeD|u@>t}*}

als Definition fiir die symmetrische, monoton fallende Umordnung u* einer Funk-
tion u. Diese ist (fiir geniigend glatte Funktionen) zur oben gegebenen Definition
dquivalent.
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3 Symmetrisierung und harmonische Verpflanzung

3.2 Harmonische Verpflanzung im H"

Die Methode der harmonischen Verpflanzung von Funktionen ermoglicht die Berech-
nung oberer Schranken von Variationsfunktionalen.

Es sei D' ¢ H", n > 3 offen und beschrinkt und D die entsprechende Menge im
konformen Kugelmodell des hyperbolischen Raumes in euklidischen Koordinaten.

Die Greensche Funktion Gp(z,y) des Laplace-Beltrami-Operators in D unter Di-
richletschen Randbedingungen ist Losung des Randwertproblems

—V (0" %(z) VGp(z,y)) = b,(z) in D

3.7
Gp(z,y) = 0 auf 0D (8.7)
fiir jedes y € D.

Wie im euklidischen Fall ist die Greensche Funktion Gp(x,y) positiv fiir alle z,y in
D, symmetrisch in # und y und kann in einen singulédren und einen reguldren Anteil
aufgespalten werden. Es gilt

GD(-’L',ZI) = ’Y(F(.’L‘,y) _H('Tay))a (38)

Der singulidre Anteil hat die Form

=y
F =F
)= F (s

wobei v = %

mit
F(r) = (n—2) / P2n(s) s ds, e (0,1). (3.9)

Die Funktion F'(r) ist eine radialsymmetrische Fundamentallésung der Laplace-Bel-
trami-Gleichung —Apgru = §p in H".
Der regulére Anteil H(z,y) ist Lésung des Randwertproblems
—V (p"*(z) VH(z,y)) = 0 in D
H(z,y) = F(z,y) auf 0D.

Mit Hilfe der Greenschen Funktion wird der harmonische Radius der Menge D im
Punkt y € D definiert:

Definition 4 (Harmonischer Radius) Der harmonische Radius r(y) der Men-
ge D im Punkt y € D ist die Losung der Gleichung

F(r(y) = H(y,y)

mit F und H wie oben.
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3.2 Harmonische Verpflanzung im H"

Er hat die folgenden Eigenschaften (nach [BBF)):
1. r(y) ist positiv in D.
2. r(y) =0 fiir y € 0D.
3. Falls D beschrénkt ist, nimmt r(y) sein Maximum auf D an.
4. Fiir zwei Mengen D; und Dy mit D; C Dy gilt: r1(y) < ro(y) in D;.

5. Auf Kugeln stimmen der Radius der Kugel und der harmonische Radius be-
ziiglich des Zentrums der Kugel iiberein.

Beispiele von Mengen und ihren zugehorigen harmonischen Radien werden fiir einige
spezielle Gebiete im R" in [BF, S.194] gegeben.

Definition 5 (Harmonisches Zentrum, [BF]) Ein Punkt y € D, in dem der
harmonische Radius sein Maximum auf D annimmt, heifit harmonisches Zentrum
von D.

Definition 6 (Harmonische Verpflanzung) Es sei y € D beliebig, aber fest
gewéhlt. Es sei By(0) € H" eine geoditische Kugel und B = Bg(0) C Bi(0)
die entsprechende Menge in euklidischen Koordinaten.
Fiir eine radialsymmetrische Funktion v = g o Gg,(+,0) : Bg — R, wird die har-
monische Verpflanzung U von u nach D definiert durch

U=poGp(,y): D — R,. (3.10)

Die Funktion v und ihre harmonische Verpflanzung U erfiillen die folgenden Inte-
gral(un)gleichungen:

Lemma 3.2 (Bandle, Brillard, Flucher, [BBF]) Mit den Bezeichnungen aus
Definition 6 gilt fir die verpflanzte Funktion U :

(i) Der Wert des Dirichlet-Integrals bleibt erhalten:
/ VU () 52 do = / V(@) o2 da (3.11)
D Br

(1) Wihlt man speziell § = 2 Artanh(r(y)), wobei r(y) der harmonische Radius
von D in vy ist, so gilt R = r(y). Fiir jede Funktion ® : Ry — R, fiir die ®op
monoton wachsend und ® o U integrierbar ist, gilt dann

/D B(U(2)) " do > / B(u(z)) o dz. (3.12)

By (y)
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3 Symmetrisierung und harmonische Verpflanzung

Fiir den Beweis des Lemmas 3.2 und genauere Ausfithrungen zur Methode der har-
monischen Verpflanzung wird auf [BBF] und die darin angefiihrten Referenzen ver-
wiesen.

Bemerkung 3.4 In (3.12) gilt Gleichheit genau dann, wenn D eine Kugel mit
Mittelpunkt 0 ist und y = 0 gew#hlt wird.
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4 Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Ayn

In der Diskussion iiber die Existenz von Losungen des Brézis-Nirenberg Problems
spielt der erste Dirichlet-Eigenwert \; des Laplace-Beltrami-Operators —Ay~» eine
wichtige Rolle. Deshalb werden in diesem Kapitel Eigenschaften desselben zusam-
mengetragen.

Definition 7 Sei D' € H", n € N offen und beschrinkt. A € R ist ein Eigenwert
des Laplace-Beltrami-Operators —Ap» unter Dirichletschen Randbedingungen, falls
eine nichttriviale Losung v € Hy”(D') des Randwertproblems

—Apnu = lu in D'
u =20 auf 0D'.

existiert. Die Funktion u heifit eine Eigenfunktion zum Eigenwert .

(4.1)

Bemerkung 4.1 Hierbei bezeichnet Hy?(D') die Vervollstindigung von C$°(D')
12 ne2 1.\1/2
o= ([ [Vanu? aV) """ = ([, [Vul? p"2dz) .

beziiglich der Norm

Die Menge der Eigenwerte ist abzdhlbar, es gilt 0 < A\; < Ay < A3 < ..., und die
Eigenwerte hdufen sich im Unendlichen. Der erste Eigenwert )\, ist einfach und 148t
sich charakterisieren als Losung des Variationsproblems

| Vanul? dV
M= inf Ip| Hf‘ (4.2)
ueHé?_’;O(D’) [ |u? dV

Aus (4.2) und der Regularitéit von Losungen des Randwertproblems (4.1) folgt die
Positivitét der ersten Eigenfunktion u; zum Eigenwert A; (nach [CH1]).

Im folgenden wird fiir die Berechnung des ersten Eigenwerts das Kugelmodell des
hyperbolischen Raums verwendet. Mengen im H" werden im allgemeinen mit D',
nach Ubergang zu euklidischen Koordinaten aber mit D bezeichnet.

AuBerdem sei der Rand von D so glatt, daB u; in D zumindest lipschitzstetig ist
(zum Beispiel 0D € C?).

4.1 Der erste Eigenwert auf beschrinkten Mengen D' C H"

Es sei A\; der erste Dirichlet-Eigenwert des Laplace-Beltrami-Operators — Ay auf D'.
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

4.1.1 Abschdtzungen des Eigenwerts \; fiir n > 3

Zunichst zeigen wir eine Abschitzung des ersten Eigenwerts A; nach unten. Dazu
wird unter anderem die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte Methode der Symmetrisierung
von Funktionen benétigt.

Lemma 4.1 Es sei D' C H", n > 3 offen und beschrinkt und D¥ = 9B,(0) die
geoddtische Kugel um 0 mit Radius 0 € (0,00) mit demselben Volumen wie D'.
Dann gilt

N> n(n — 2) (1 — Rp?)? inf fBl(O) |Vo|? dx

+ .
- 4 4 veHL2(B,(0 fB 0|2 dz
vZ£0

(4.3)

wobei Ry := tanh g.

Beweis: Es sei u; eine Eigenfunktion zum Eigenwert \; und u# die symmetri-
sche, monoton fallende Umordnung von u;. Mit dem zum Eigenwertproblem (4.1)
zugehorigen Variationsproblem (4.2) folgt

. fD’ |V]Hn’l,t|2 dVv _ fD’ |V]Hn’LL1|2 dVv
u€Hy* (D) fD’ lu? dV fD’ [ug | dV

Durch die Symmetrisierung von u; wird der Quotient und damit A; nach unten
abgeschétzt. Es ergibt sich mit Lemma 3.1
[p# Vanuf|? dV

B fp# |u1 |2 dv

M

> inf
wer*(D#)  [py [ul? AV
uZ0
2 n—2
‘ fBRg |Vul* p" % dx
= 1nf 5
uaéO

mit p(z) = 17|2$|2. Wir setzen v := p"7 u. Dann ist v € H,”?(Bg,) und wir kénnen

schreiben!

[s, |Vu|2 "2 dg
N> 1nf

" weH)*(Bg,) fBR lul? p* dx
ugéO

! Fiir die ausfiihrliche Berechnung des Gradiententerms sei auf Anhang A.1 verwiesen.
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4.1 Der erste Eigenwert auf beschrinkten Mengen D' C H"

n(n—2
fBR,; |Vo|? dz + ¥f339 |v|?p? dx

= in

vEHy*(Bry) fBRg v|2p? dz
vZ0
n(n — 2) . fBRo |Vu|? dz
= _— 4+ inf T 22 g
4 ”EH3’2(BR9)IBR v[*p* dx
vZ0 ¢

In Bg, C B1(0) gilt 2 < p(z) < —%~. Damit folgt

TR
Vo =2 (Q-R) - S5z, V0 dz
. . JBrg 1
4 4 veHY? (Bg,) fBRg |v|? dz
vZ0

n(n — 2) + (1—Ry)? . inf fBl(O) Vol® dz
- 4 4 UEH3’2(B1(0)) fBl(O) |/U‘2 dz

vZ0

und das Lemma ist bewiesen. 0

Bemerkung 4.2 Das Infimum des Quotienten in der Abschétzung aus Lemma 4.1
entspricht dem ersten Dirichlet-Eigenwert A; des Laplace-Operators —A auf B;(0) C
R™. Fiir diesen lassen sich explizite Werte angeben, die im Anhang A.2 zum Teil
berechnet werden.

Bemerkung 4.3 Die untere Schranke fiir A\; aus Lemma 4.1 wird im folgenden mit
A} (Ry) bezeichnet.

Satz 1 (Abschitzung des ersten Eigenwerts nach unten)
Unter den Voraussetzungen des Lemmas 4.1 gilt fir die dort hergeleitete, gebiets-
abhdngige untere Schranke

n(n — 2) (1 — Ry*)?
4 * 4 :

- A1 =: /\Tf(Rg)
des Eigenwerts A;:
(i) X¢(Ry) ist streng monoton fallend fiir Ry € (0,1).

(ii) Fir Ry — 0 gilt \¢(Rg) — "2 4 A,

(iii) Fir Ry — 1 gilt \*(Ry) — "2,
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

Beweis: Die untere Schranke, aufgefaf3t als Funktion von Ry, ist offensichtlich stetig
differenzierbar in (0,1). Es gilt

(AYY'(Rg) = — Re(1—R3) Ay < 0 in (0,1),

da A; stets positiv ist. Somit ist Behauptung (i) gezeigt. Punkt (ii) und (iii) folgen
sofort durch Bildung des entsprechenden Grenzwerts. 0

Die Berechnung einer oberen Schranke fiir A\; nutzt die Methode der harmonischen
Verpflanzung (vergl. Abschnitt 3.2).

Lemma 4.2 Sei D' C H", n > 3 offen und beschrinkt. Seiy € D ein harmonisches
Zentrum von D und Ry, := r(y) der zugehdrige harmonische Radius. Dann gilt

A1 < M(Bg,)-

Hierbei bezeichnet \i(Bg,) den ersten Dirichlet-Eigenwert des Laplace-Beltrami-
Operators auf B artanh r,)(0) = Bg, (0).

Beweis: Wir setzten 6 := 2 Artanh Rj, und betrachten das Eigenwertproblem

—Agru = Au in By(0)

4.4
u =0 auf 098 (0), (4.4)

Eine erste Eigenfunktion wu; ist ohne Beschriankung der Allgemeinheit positiv in
By(0). Da der erste Eigenwert einfach und 2B, (0) radialsymmetrisch ist, folgt mit
einem Symmetrisierungsargument, dal u; radialsymmetrisch und auflerdem mono-
ton fallend sein muf.

Die radialsymmetrische Funktion u; hat eine Darstellung
U = (4o GBRh (30) : BRh — ]R'-I-’

wobei p : Ry — Ry monoton wachsend in R, ist?.

Fiir die harmonische Verpflanzung U; := pu o Gp(-,y) von u; nach D mit Zentrum
y € D (vergl. Definition 6) gilt dann nach Lemma 3.2

/\VU1\2,0"2 de = / (V0" 2 da (4.5)
D Bg,,

2 Dies folgt aus den Monotonieeigenschaften von u; und G B, (- 0).
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4.1 Der erste Eigenwert auf beschrinkten Mengen D' C H"

und
/|U1|2p" de > / lui|?p™ da. (4.6)
D BRh

Lemma 3.2 (ii) ist anwendbar, da mit x und ®(¢) := |t/ auch ® o y monoton

wachsend in R ist.
Das Variationsproblem zu (4.4) lautet in euklidischen Koordinaten

[y [Vul?p"? dz
)\1 (BRh) = inf s

wely*(Br,) g, [ul?p" do
uZ0

Sy, Ve 2 d
fBRh u1[?p" da

Mit den Abschitzungen (4.5) und (4.6) folgt

fBRh Vui[?p" =2 do S [p VU ?p" 2 da
‘[BRh i 2pmdz T [, |Ui]?p da

2 n—2
> g dp Vel de

wery* (o) [p lul?p™ dz
uZ0

= )\

Der erste Eigenwert A\; von —Ap» auf D' kann somit nach oben beschrinkt werden
durch den ersten Eigenwert auf der Kugel B3 artannr,)(0), es gilt

U

Bemerkung 4.4 In (4.7) gilt Gleichheit, falls D’ eine geodétische Kugel mit Mit-
telpunkt O ist. Denn dann ist 0 einziges harmonisches Zentrum von D, es gilt
D = Bg,(0), und die Ungleichung (4.6) wird zu einer Gleichung (vergl. Bemer-
kung 3.4 auf Seite 20).

Lemma 4.3 Sei D' C H™, n > 3 offen und beschrinkt. Seiy € D ein harmonisches
Zentrum von D und Ry, :=r(y) der zugehdrige harmonische Radius. Dann gilt

n(n —2) I(Ry,)
4 fORh I2(r)ri=n dr

A1 < (4.8)

wobei I(r) == [ t"* p(t) dt.
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

Beweis: Aus Lemma 4.2 folgt

5, [Vul?p"? da
A < M(Bg,) = inf =

ueHy?(Bg,,) fBRh [u?p" dx
uZ0

Wie im Beweis von Lemma 4.1 setzen wir v := p 2z u und erhalten durch Einsetzen
in den Quotienten

_9 [5. |Vv|* dz
4 vEHé’z(BRh)fBRh lv|2p? dx
vZ0

Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist

1/2 1/2
[ owtdo= [ wpplde< ([ wac) ([ lePa)
BRh BRh BRh BRh
woraus folgt
2 —1
/ lv[?p? dz > / \U|p2d3:) (/ p2dm> .

Eingesetzt in Gleichung (4.9) ergibt sich als weitere Abschitzung

_ [ |Vv|? dz
n(n=2) + (/ 0’ dx) . inf Bry 5- (4.10)

4 ve HY2
EH(;};(OBR,L) (IBR}L 0] p2 dx)

At

IN

Wir fassen den Ausdruck
i) B, |Vv|? dz

int 2
vEH,"(BgR, ) 2
20 (@)

als Variationsproblem auf. Ein Minimierer desselben ist ohne Beschréankung der
Allgemeinheit positiv in Bg, und l6st die Eulersche Differentialgleichung

Av+p*=0 in Bg,

4.11
v=20 auf 0Bg, . (4.11)

Eine radialsymmetrische Losung des Randwertproblems (4.11) geniigt der gewdhn-
lichen Differentialgleichung

PTG ) 4 2 =0 in (0, Ry) (4.12)
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4.1 Der erste Eigenwert auf beschrinkten Mengen D' C H"

mit den Randbedingungen
v(0)=0 und  v(Ry) =0. (4.13)

Durch zweimalige Integration der Gleichung erhilt man eine positive Lésung von
(4.12)—(4.13) und somit eine positive, radialsymmetrische Losung w des Randwert-
problems (4.11), ndmlich

Ry t
w(x) :/ tl_"/ % (1) drdt. (4.14)
| 0
Diese liegt in Hy”(Bg,) und geniigt der Integralgleichung

—/ \Vw|* dz + / wp?® dz = 0.
Bg, Bg,

Eingesetzt in (4.10) ergibt sich damit fiir die speziell gewihlte Funktion w

4 Bx, fBRh wp? dx

In Polarkoordinaten lautet die obige Ungleichung

n(n—2)  [0B(O)] Jy" ()t dr

A < i
T T o) [ up) e dr s
_ n(n —2) I(Ry,)
4 fORh wl'(r) dr

mit I(r) = [5t" ' p?(t) dt. Mit Hilfe partieller Integration kann der Nenner des
zweiten Summanden weiter umgeformt werden zu

Ry, Ry, Ry,
/ wI'(r) dr = / / P L) dt I dr
0 0 T

Ry,

- [I(T) / Rhtl—"f(t) dt]o - /0 RhI(r) (=r'7"I(r)) dr
_ /0 " Ry dr.

Somit folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 4.5 Die obere Schranke fiir A\; aus Lemma 4.3 wird im folgenden mit
A (R}) bezeichnet.
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

Unter den Voraussetzungen des vorigen Lemmas ergibt sich

Satz 2 (Abschitzung des ersten Eigenwerts nach oben)
Sei I(r):= [ t"1p(t) dt und
n(n — 2) I(Ry)

4 + Ry 1o 1-n

Jo " (r)rt=n dr

die in Lemma 4.3 hergeleitete obere Schranke fiir A1. Dann gilt:
n(n — 2)

4

M(Ry) =

)\?(Rh) — + 1 fir R, — 1.

Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, wenden wir mehrmals die Regel von L’Hospi-
tal auf den zweiten Summanden an, erhalten

I(Rp)

Rp—1 fORh I2(r)ri=n dr o

und schlieflen
n(n —2)

N (Rp) — 1

Bemerkung 4.6 Fiir R;, — 0 gilt \¢(R;,) — +oo.

Bemerkung 4.7 Das Integral I(r) 1ifit sich als hypergeometrische Reihe [GrR,
3.194 (1)] darstellen. Es gilt

r 4pm n n
I(r = [ 12 dt::————F’(Q P4 2)
)= [ e de= T (2504 G

wobei F(a,ﬁ;’y;z):1+a'ﬁz+a(a+l)ﬁ(ﬁ+l)z2+...

v-1 Y(y+1)-1-2
Bemerkung 4.8 Fiir festes n konnen wir die Funktion w aus dem Beweis von
Lemma 4.3 berechnen. So ist zum Beispiel fiir n = 4

In(1 - R? In(1 — |z|?
(=R | Il - [aP)

w(x) =
W P
und
1 R} + R2(1— R?)In(1 — R?)
2 d . < h h h h 1.
</D'0 a:) Jpwp?dz — Rp—(1— R2)(In(1 — R3))? Rh——zl

Dies bestitigt das Ergebnis aus Satz 2.
Bemerkung 4.9 Die Groflen Ry und R, sind gebietsabhéingig. Allgemein gilt

Ry, < Ry, auf geoditischen Kugeln 2B,(0) stimmen Ry und R}, iiberein [BBF, Lem-
ma 10].
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4.1 Der erste Eigenwert auf beschrinkten Mengen D' C H"

A (R)

1 R
Abbildung 4.1: Schranken fiir A\; in Abhingigkeit von R

4.1.2 Der Eigenwert )\, fiir n =3

Im Fall n = 3 konnen wir den ersten Dirichlet-Eigenwert \; des Laplace-Beltrami-
Operators —Aps auf geoditischen Kugeln D' C H? explizit ausrechnen:

Satz 3 (Der erste Eigenwert auf Kugeln im H?)
Sei D' C H? eine geoditische Kugel mit Radius 0 um 0 und R := tanh g. Dann ist

2 2

1+

A =1 _ = —
! + 4 arctanh?R [

der erste Dirichlet-Eigenwert des Laplace-Beltrami-Operators —Ays auf D' und

ArtanhR 1— |z]*> | (WArtanh|:v|)
= - -sin | ————

ui(2) Artanh R

0 |

fir x € D = Bg(0) eine zugehdrige erste Eigenfunktion in euklidischen Koordinaten.

Beweis: Das Eigenwertproblem (4.1) lautet in euklidischen Koordinaten

—p 2 (x) V (p(x) Vu) = Au in D = Bg(0)

4.16
u = 0 auf 0D. ( )

Da der erste Eigenwert einfach und das Problem rotationsinvariant ist, folgt daf} die
erste Eigenfunktion radialsymmetrisch sein mu$.
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

Eine radialsymmetrische Lésung U = U(r), r = |z| des Eigenwertproblems (4.16)
geniigt der gewOhnlichen Differentialgleichung

U" + (r p(r) + %) U+ 2*(r)U=0 in (0, R) (4.17)

mit der Randbedingung

U(R) =0. (4.18)
Auflerdem fordern wir
. 1 _
11_1)% U'(r)=0, (4.19)

damit eine stetig differenzierbare Losung der Gleichung (4.17) zu einer stetig dif-
ferenzierbaren Losung des Eigenwertproblems (4.16) auf Bg(0) fortgesetzt werden
kann.

Mit Hilfe von Maple findet man fiir

71.2

A=14+ ———
+ 4 arctanh?R

eine Losung des Problems (4.17) — (4.19), ndmlich

1—r2 _ [xArtanhr
ur) =—; 'Sm<m)-

0.1 05 It

Abbildung 4.2: Die Funktion U(r) in (0, R) fir R = 1/2
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4.2 Der erste Eigenwert auf H"

Die Funktion U(r) ist offensichtlich zweimal stetig differenzierbar in (0, R) C (0,1)
und positiv. Dafl die Funktion U(r) bei obiger Wahl von A auch eine Losung des
Randwertproblems ist, rechnet man leicht nach. Zu zeigen bleibt, da} die Funktion
U(r) die Randbedingung bei 0 erfiillt. Dazu entwickelt man U’(r) bei 7 = 0 in eine
Reihe. Es gilt U'(r) = O(r) und damit }13(1) U'l(r)=0.

Die Funktion u(z) := U(|z|) ist dann eine positive Losung des Eigenwertproblems
(4.16) zum Eigenwert A = 1 + 72/(4 Artanh?R) und insbesondere muf es sich um
die erste Eigenfunktion handeln, da nur diese keinen Vorzeichenwechsel im Gebiet
D hat. Reskaliert man die Funktion u noch so, dafl »(0) = 1 gilt, so ist der Satz
bewiesen. 0

4.2 Der erste Eigenwert auf H"

Fiir D' = H™, n > 3 lautet die Eigenwertgleichung des Laplace-Beltrami-Operators
in euklidischen Koordinaten

p "V (p"*Vu) + lu=0  in B;(0). (4.20)

Mit einem Symmetrisierungsargument folgt, dafl eine erste Eigenfunktion, wenn sie
existiert, ohne Beschriankung der Allgemeinheit radialsymmetrisch sein mufl. Eine
radialsymmetrische Losung U = U(r), r = |z| der Gleichung (4.20) geniigt der
gewohnlichen Differentialgleichung

U’ + (n ; = + (n—2)p(r) 7“) U+ Xp*(r)U =0 in (0,1) (4.21)

mit der Randbedingung
U'(0) = 0. (4.22)

Beispiel 1:  Es sei U eine Losung von (4.21) - (4.22) und V := p"2"U. Dann lést
V' die Gleichung (vergl. Anhang A.1)

V' ”T—lvf n (A _ w> P2V =0 in(0,1). (4.23)

mit der Randbedingung

V'(0) = 0. (4.24)
Setzt man A\ := @, so hat die allgemeine Losung des Randwertproblems die
Form V(r) = ¢1, wobei ¢; eine Konstante ist.
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4 FEigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators —Agn

—2

Somit 16st u(z) = c1p~ "z (x) fiir A = @ die Eigenwertgleichung (4.20). Aber
u ¢ L*(H", p" dz), denn

1 1 n—1
[wpav=[ wrpae=c [ = [ i = s
Hr B1(0) 0 0 (1 —-T )
Beispiel 2:  Es sei n = 3. Mit Hilfe von Maple findet man fiir A = 1 eine Lésung

der Gleichung (4.20), ndmlich

1 — |zf?

- Artanh |z|.

Aber es gilt u ¢ L*(H3, p? dz).

Dies sind zwei Beispiele dafiir, daf} fiir bestimmte Werte von A zwar eine Lsung
der Eigenwertgleichung (4.20) existiert, diese aber nicht in L?(H", p" dz) ist. Die
Singularitat der Metrik auf dem Rand der Einheitskugel ist ,,zu stark®.

Vermutung: Fiir alle A\ € R existiert keine Losung u € L?(H", p"dx) der Eigenwert-
gleichung (4.20), und somit gibt es auch keine Eigenwerte.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Wir formulieren das Brézis-Nirenberg Problem im n-dimensionalen hyperbolischen
Raum H":

Sei D' C H™, n > 3 ein beschrinktes Gebiet, wobei der Rand dieses Gebiets so glatt
sei, daf} alle nstigen Rechen-Operationen (insbesondere die partielle Integration)
moglich sind.

Gesucht wird nach Lésungen u € Hy” (D') des Problems

A+ du+u? =0 in D’
w>0 inD (BN)
u=>0 auf 0D’

wobei 2* = % der kritische Sobolevexponent ist und A € R ein Parameter. Insbe-
sondere sollen die Werte von A bestimmt werden, fiir die eine Lésung existiert.

Wie schon in Kapitel 4 verwenden wir das konforme Kugelmodell des hyperbolischen
Raums. Das Brézis-Nirenberg Problem (BN) lautet in euklidischen Koordinaten

p "V(p" Vu)+ u+u¥ 1=0 inD

u>0 in D (BN*)
u=0 auf 0D

mit p(z) = —25 in D C B;(0) C R™

1—|z

5.1 Erste Betrachtungen

5.1.1 Regularitdt von Lésungen

Es soll gezeigt werden, dafl eine schwache Lésung u € H& ’Q(D’ ) des Brézis-Nirenberg
Problems (BN) bei geniigend reguldrem Rand des Grundgebiets bereits eine klassi-
sche Losung u € C?(D') ist. Dazu werden einige Resultate aus der Regularitéitstheo-
rie fiir elliptische Differentialgleichungen benétigt, die jetzt ohne Beweis formuliert
werden.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Lemma 5.1 (nach [Stru, Anhang B.3])

Sei D ein beschrinktes Gebiet im R™ und g : D x R — R, (z,u) — g(z,u) eine
Funktion so, daf$ g(x,u) meflbar in x € D und stetig in u € R ist. Auflerdem gelte
fiir fast alle x € D

l9(z,u)| < a(z) (1 + [ul) (5.1)
mit einer Funktion a € L™?(D). Seiu € Hé’z(D) eine schwache Lésung von

—Au = g(-,u) in D. (5.2)
Dann ist uw € LY(D) fiir jedes q € [1,00).

Lemma 5.2 (nach [GT, Kapitel 9]) Sei D C R" ein beschrinktes Gebiet mit
CY“'-Rand. Sei f € LI(D) mit 1 < q < oo. Sei u € Hy*(D) eine Lisung von

—Au=f in D

u=20 auf 0D. (5:3)

Dann gilt uw € H>(D).

Lemma 5.3 (nach [GT, Theorem 9.19]) Sei D C R" ein beschrinktes Gebiet
mit C**-Rand. Sei f € C%*(D). Sei u € H*1(D) mit 1 < q¢ < oo eine Lisung von

—Au=f mn D

u=0 auf OD. (5.4)

Dann gilt u € C%*(D).

Mit Hilfe der Lemmata 5.1-5.3 kann der folgende Regularititssatz fiir Losungen des
Brézis-Nirenberg Problems bewiesen werden:

Satz 4 (Regularitit von Losungen)
Sei D' C H", n > 3 ein beschrinktes Gebiet mit C>*-Rand. Sei uw € Hy*(D') eine
schwache Lésung des Randwertproblems

Agru+ M +u¥1=0 in D'

9.5
u=0 auf 0D’ (5:5)

wobes 2* = % und X € R.

Dann ist u eine klassische Lésung, es gilt u € C*(D').

Bemerkung 5.1 Eine schwache Lésung u € Hy?(D') des Brézis-Nirenberg Pro-
blems (BN) ist eine strikt positive, schwache Losung des Randwertproblems (5.5).
Satz 4 schlieflit schwache Losungen des Brézis-Nirenberg Problems mit ein.

34



5.1 Erste Betrachtungen

Bemerkung 5.2 Im konformen Kugelmodell des H" entspricht der Rand von D’
dem Rand von D.

Beweis: Sei u € H,”(D') eine Losung von (5.5). Die Funktion v := pTuE H,”(D)
ist eine Losung des Randwertproblems?

_2 *
Av+<)\—%)p2@+02_1:0 in D

(5.6)
v=>0 auf 0D.

Definiert man g : D x R — R durch
- 2 *
oty i= (A= ") Ry,
so ist g meBbar in x € D und stetig in v € R. Es gilt

_2 *
ool < | (A= "072) 2 e

Da u € Hy?(D') als existierende Losung von (5.5) vorausgesetzt worden ist, ist auch
v € Hy?(D) eine ,bekannte* Funktion. Daher kann der erste Faktor als Funktion
von z aufgefafit werden. Es folgt

9(.v)] < \(A—M) 2+ 072 (14 o))

4

= a(z) (1 + |v])

mit a(z) := ‘(A - @) p*(z) + UZ*_Q(x)‘.

Um Lemma 5.1 anwenden zu kénnen, bleibt zu zeigen a € L™?(D). Dazu stellen
wir fest, daf gilt

[ 1@ do= [ @75 e = [ o(@)P do <o
D D b

da v € Hy?(D) € L* (D). Somit ist v*"~2 € L™?(D). Mit der Stetigkeit des ersten
Summanden von @ und der Minkowski-Ungleichung folgt a € L™?(D).

Somit ist Lemma 5.1 anwendbar und liefert v € L9(D) fiir jedes g € [1,00). Insbe-
sondere ist f(z) := g(z,v(x)) € LY(D) fiir jedes q € [1, 00).

! Fiir die detaillierte Herleitung sei auf Anhang A.1 verwiesen.

35



5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

D ist ein Gebiet mit C*®-Rand. Die Funktion v € H,?(D) ist eine schwache Losung
von

—Av=f in D
v=20 auf 0D, (57)

wobei f = ()\ — @) p’v +v¥ 1t € LY(D) fiir jedes q € [1,00).

Mit Lemma 5.2 folgt daher v € H>(D) fiir jedes ¢ € (1, 00) und aufgrund der Sobo-
levschen Einbettungssitze ([Ad, Theorem 5.4]) gilt v € C**(D) fiir 0 < & < 1. Dann
ist auch f € C%%(D) fiir 0 < & < 1 und mit Lemma 5.3 ergibt sich v € C*>*(D).

SchlieBlich ist aufgrund der Regularitit und Positivitdt von p in D auch die Funk-
. n—2 N . .
tion u = p 2 v € C?*%(D) und Satz 4 ist bewiesen. 0

5.1.2 Radialsymmetrie von Lésungen

Fiir Losungen von Differentialgleichungen auf geoditischen Kugeln im H" gilt das
folgende Symmetrieresultat:

Lemma 5.4 ([KuP]) Es sei D' eine geoditische Kugel im H" und v € C?(D') eine
positive Losung des Randwertproblems

Apnu+ f(u) =0 in D'
u=0 auf 0D,

wobei f eine Ct-Funktion ist. Dann ist u radialsymmetrisch.

Bemerkung 5.3 Kumaresan und Prajapat verallgemeinern in [KuP] die klassi-
schen Resultate von Gidas, Ni und Nirenberg [GNN] auf Gebiete im hyperbolischen
Raum und auf der Sphére. Fiir die Beweise benutzen sie ebenfalls die Moving-Plane-
Methode.

Korollar 5.5 Jede Losung u € Hy?(D') des Brézis-Nirenberg Problems (BN) auf
einer geodditischen Kugel D' C H" ist radialsymmetrisch.

Beweis: Es sei u € H,?(D') eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems auf I'. Da
der Rand einer Kugel beliebig glatt ist, folgt mit Abschnitt 5.1.1, das gilt u € C?(D’).
Auflerdem ist die Funktion f(u) = \u + u® ~! stetig differenzierbar in u. it obigem
Lemma folgt, dafl u radialsymmetrisch ist. 0
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5.1 Erste Betrachtungen

5.1.3 Gebietstransformationen

Es soll gezeigt werden, dafl wir bei der Suche nach Lésungen des Brézis-Nirenberg
Problems auf D' C H" ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen kénnen,
daf gilt 0 € D’. Dazu benutzen wir die in Formel (2.9) auf Seite 10 eingefiihrte
Isometrie T,.

Es sei D' C H" ein beschrinktes Gebiet und y € D' beliebig, aber fest gewihlt. Die
Isometrie

(2) = A—|yP) @ —y) -z —yly

T,
1+ [z]ly)* — 2z -y

Y

(5.8)

bildet das Gebiet D' auf das Gebiet D' = T,(D') ab und es gilt T,(y) = 0 € D'
Insbesondere ist T} ein Diffeomorphismus mit der Umkehrfunktion

1—|yP)(z+y)+ |z +yly

T—l :(
S T Ly

(5.9)

Lemma 5.6 Es sei u € HS’Z(D’) eine schwache Lisung des Brézis-Nirenberg Pro-
blems (BN) auf D', das heifit u ist strikt positiv und es gilt

/Vquop”_Q dr — /\/ugop” dr — /uQ*_l pptdr = 0
D D D
fiir alle ¢ € C°(D). (5.10)

Definiert man @ auf D' durch & = u o Ty_l, so ist u eine schwache Ldsung des
Brézis-Nirenberg Problems auf D'.

Beweis: Mit v ist auch &« = u o Ty_1 strikt positiv. Es bleibt zu zeigen, daf gilt

[V@V@pn_Z dz — A[ﬂgﬁpn dz — /@2*_1g5p" dz = 0
D D D ~
fir alle ¢ € C3°(D).  (5.11)

Sei ¢ € C§°(D) beliebig. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir 7" := T} und

[z, y] =1+ |z[’ly]” — 2z - y.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Man berechnet mit der Koordinatentransformation z = 7T'(z) und Formel (2.13)

/ i(2) $(2) p(2) d=

D

W(T () G(T(x)) (p(T(2)))" | det T"(z)| da

/,
: ¢U(m)¢(T($))'(<lw2£§Ef] |y|2>) '(1[;,5/]|Q> &

u(z) (@ oT)(x) p"(x) dx (5.12)

und analog
) ) ) dr = [ 0 @) (GoT)@) M) de. (5.13)
/, /.
Weiter gilt
[ Vi@ Vo) i) d:
— [ (@), grar@)) (e . asa(m)))t
(p(T()))"" | det T' ()| da
= [ (e, i) (e, o))
(e mhis \w))H' I

_ /D<aizlu(x),---,687nu(:c)) (aiZl(gbOT)(:c),---,%(@OT)(@)t

) - (1[;’ ‘5]‘2)2 .

Fir 1 <3 <nist

0 0 = 0u(T(z) 0Tj(z) ~~0u(z) 0Tj(z)
o u(x)—axi u(T(m))_Z 9T (0) . P, _Z . )
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5.1 Erste Betrachtungen

Daraus folgt

0Ti(xz) L. 0T (xz)
9 ] ] 9 oo O
(5ru@) o)) = (5uto) - oulo)) ( S )

OTw(z) ., OTun(z)
or1 oz

und damit

(pu@) -+ jue)) = (Vu(a)) - (')

Analog ergibt sich

(a%(eaoT)(x), - ’aaz(sboT)(x)) = (V(@oT)@)- (I'(x)

Somit gilt
a 3 t
(8,21 z) azn )(821 z)e 8zn(g00T)($)>
= ((Vu(@)) - (T'(2)) 1) - (V(@ o T)(x)) - (T"(z)) )"
= (Vu(2)) - (T'()) "t - (T'(2))") - (V(@oT)(x))!
= (Vu(2)) - ((T'(2))" - T'(x)) ™ - (V(@ 0 T)(x))"

und mit Formel (2.12) folgt

(Va(z)) - ((T'(@)"-T'(z)) " - (V(§ o T)(x))"

1—|y?
[z, y]

- (Vu(a) - ( )E (V(@ o T)(@)

:< [, ] >2Vu(x)V(gboT)(x).

1—|y|?

Eingesetzt in die obige Integralgleichung ist schliefilich

/}jW(Z) V@(z) p"(2) dz —/ Vu(z) V(@ oT)(z) p" () du. (5.14)
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Nach Voraussetzung ist ¢ € C$°(D). Da die hyperbolische Translation T : D — D
eine analytische Funktion ist, gilt ¢ o T € C§°(D). Mit (5.12) - (5.14) folgt

/VﬂV(ﬁ P2 dy — )\/ﬂgb p"dz — /ﬂQ*_ngJp" dz
D D D

:/VUV(QEOT) PV dr — A /u(gboT) p" dr — /uZ*_l(gboT) p" dx
D D D

=0,

da u eine schwache Losung des Brézis-Nirenberg Problems ist. Weil ¢ beliebig vor-
ausgesetzt war, folgt

/VﬂV(ﬁan dz — A/ﬂgﬁpn dz — /fﬂ*lgap” dz = 0
D D b

fiir alle € C°(D),  (5.15)

und das Lemma ist bewiesen. 0

Korollar 5.7 Es sei u € C?(D') eine klassische Lésung des Brézis-Nirenberg Pro-

blems auf D'. Dann ist @ := u o Ty_1 eine klassische Lisung des Brézis-Nirenberg
Problems auf D'.

Beweis: Jede klassische Losung ist auch immer eine schwache Lésung, und deswe-

gen ist nach Lemma 5.6 die Funktion % eine schwache Losung des Brézis-Nirenberg
Problems auf D. o _
Da die Funktion 7, analytisch ist, gilt mit u € C?(D) auch @ := uoT,~" in C*(D).

U

Analog zu Lemma 5.6 und Korollar 5.7 zeigt man

Lemma 5.8 Es sei u € H&ﬂ(f)’) eine schwache Losung des Brézis-Nirenberg Pro-
blems (BN) auf D'

Definiert man u auf D' durch u =t oT,, so ist u eine schwache Losung des Brézis-
Nirenberg Problems auf D'.

Korollar 5.9 Es sei 4 € C? (5) eine klassische Losung des Brézis-Nirenberg Pro-

blems auf D'. Dann ist u = @ o T, eine klassische Lésung des Brézis-Nirenberg
Problems auf D'.

Somit kann man bei der Suche nach Lésungen des Brézis-Nirenberg Problems auf
D' C H" ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, das 0 € D' gilt.
Existiert eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems auf D', so existiert auch eine
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5.1 Erste Betrachtungen

Losung auf D' (Lemma 5.8, Korollar 5.9). Existiert keine Losung auf D', gibt es auch
keine Losung auf D'. Denn existierte eine Losung auf D', wire & = u o T, " eine
Losung auf D' (Lemma 5.6, Korollar 5.7), was im Widerspruch zur Nichtexistenz
einer Losung auf D' stiinde.

Bemerkung 5.4 Ist D' C H" eine geoditische Kugel mit Mittelpunkt x, so kann
man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal der Mittelpunkt der
Punkt 0 ist, da die Isometrie T, die Kugel By(z) auf die Kugel D' = B4(0) ab-
bildet (vergl. Lemma 2.1).

5.1.4 Variationsproblem

Das zugehorige Variationsproblem zum Brézis-Nirenberg Problem (BN*) lautet

Sxp(D) = inf {/ (Vol?p" 2 dx — /\/ v?p" dx} (5.16)
v€X, \Jp D

mit X, = {ve Hy*(D) | [,|v

2" dr =1},
Bemerkung 5.5 Fiir ein beliebiges v € H,”(D) mit [pv* p" dz =1 gilt:

1. Fiir A < 0 ist S ,(D) > 0> —oc.

2. Fiir A > 0 folgt mit der Positivitiat des Gradiententerms und der Holderschen
Ungleichung in H"

/|Vv|2p"_2 dm—)\/ v2p" dx > —)\/ lv[2p" dx
D D D

> —,\0/ w*ptdr > —AC > — o0,
D

wobei C' = C(n, D) eine Konstante ist. Es folgt S, ,(D) > —AC > —oo0.

Also existiert das Infimum (5.16).

Lemma 5.10 Es set A < Ai. Dann st ein Minimierer des Variationsproblems
(5.16) nach geeigneter Skalierung eine schwache Lisung des Randwertproblems

p "V (p"VY) + M +vP T =0 in D
v>0 D (5.17)
v=_0 auf 0D.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Beweis: Es sei v € X, C Hy*(D) ein Minimierer des Variationsfunktionals (5.16).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist ¥ > 0 in D, denn mit v ist auch |v| ein
Minimierer.

Aufgrund der Lagrangeschen Multiplikatorenregel existiert dann ein p # 0 so, daf
gilt
/ 2Vo Vo p"2dx — /\/ 2 ptdr — ,u/ 2 v "l ptdr = 0
D D D

fir alle ¢ € C°(D). Es folgt: v € Hy?(D) ist schwache Losung der Eulerschen
Differentialgleichung

V(p"*Vv) + Avp" + Mﬁvz*_lﬂn =0 inD. (5.18)

Reskaliert man v und setzt v = a@ mit a > 0, so ist # € Hy*(D), © > 0 in D und 9
16st die Differentialgleichung

V(" VE) + Np" 5o T T =0 in D, (5.19)
n —_—

Testet man die Gleichung (5.19) mit der ersten, positiven Eigenfunktion u; zum
Eigenwert )\, so folgt nach zweimaliger partieller Integration

—()\1—/\)/ tup ptdr = —,U,LCYQ*_Q/ 7% L, ptda.
D n—2 D

Da A; — X nach Voraussetzung positiv ist, und « sowie die beiden Integrale positiv
sind, mufl auch p positiv sein. Damit ergibt sich ,uﬁoﬁ“z > 0, und wir kénnen «
so wihlen, daf§ p—Ls0? 2 =1 gilt.

-2
Eingesetzt in (5.19) folgt, die Funktion ¢ = ("“—;2) * v e H}?(D) ist eine nicht-
negative Losung des Randwertproblems

p"V(p" V) + A0+ P=0  inD
>0 inD (5.20)
v=20 auf 0D.

U

Bemerkung 5.6 Fiir A > \; beziehungsweise u < 0 ist ein reskalierter Minimierer
eine Losung der Gleichung

p "V(p" Vi) + A —v* '=0 inD

Das ist ein anderes Problem, das hier nicht betrachtet werden soll.
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Bemerkung 5.7 Damit der reskalierte, positive Minimierer ¥ auch eine Losung des
Brézis-Nirenberg Problems (BN) ist, mu8 & > 0 in D gelten.

Dies ist immer dann der Fall, wenn der Rand des Gebiets D' beziehungsweise D
geniigend regulir (zum Beispiel C??) ist. Der Regularitiitssatz aus Abschnitt 5.1.1
liefert dann, dafl © eine klassische Losung von (5.20) ist, und da

—V(p" VD) = N5+ "7t > 0
gilt, konnen wir das starke Maximumprinzip anwenden. Es folgt o > 0 in D.

Bemerkung 5.8 Eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems (BN) ist nicht auto-
matisch auch ein Minimierer des Variationsproblems (5.16), sondern nur ein kriti-
scher Punkt desselben.

Bemerkung 5.9 Eine zu (5.16) dquivalente Formulierung des Variationsproblems
ist

o [p V2o 2dx — X [ v?pda
: 2/2 '
vEfiZ(D) (fp v )

(5.21)

2% pn dﬂ?

Dies folgt aus das Skalierungsinvarianz des Quotienten.

5.1.5 Das Prinzip der konzentrierten Kompaktheit

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Minimierers des Variationspro-
blems (5.16) ist das folgende Lemma:

Lemma 5.11 (Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (P.L. Lions, [Li])
Es sei S* die klassische Sobolevkonstante. Falls gilt

Sxp(D) < S*

nimmt Sy ,(D) das Minimum an.

Bemerkung 5.10 Aufgrund der Sobolevschen Einbettungssétze (vergl. [Ad, Theo-
rem 5.4]) ist Hy*(D) stetig einbettbar in L*' (D), und es existiert eine (maximale)
Konstante S* = S*(n), so daf§ die Ungleichung

2/2*
s* (/ uf” da:) < /\vuﬁ da (5.22)
D D
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

fiir alle u € Hé’Q(D) erfiillt ist. S* wird als klassische Sobolevkonstante bezeichnet.
Dabei ist die Sobolevkonstante unabhingig vom Grundgebiet D (vergl. [Stru, 1.4]),
und kann explizit ausgerechnet werden (vergl. [Ta]). Es gilt

92n@—%%<¥%?ym.

Bemerkung 5.11 Mit Lemma 5.11 folgt (vergl. [B2]):

(i) Falls fiir ein A\g € R gilt Sy, ,(D) < S* und somit ein Minimierer von Sy, ,(D)
existiert, existiert fiir alle A > Ay ebenfalls ein Minimierer.

(ii) Sei A; der erste Dirichlet-Eigenwert des Laplace-Beltrami-Operators. Es gilt
Sxnp(D) =0 < S* Also existiert ein A* < Ay, so daf8 S ,(D) < S* fiir alle
A> A\ gilt,

Bemerkung 5.12 Im kritischen Fall Sy- ,(D) = S* kann man die Existenz eines
Minimierers nicht a-priori ausschlieen. Zu jedem Punkt x € D existiert aber eine
Minimalfolge, die sich in = konzentriert (vergl. [B2], [BBF]).

5.2 Nichtexistenz von Losungen

5.2.1 Nichtexistenz fiir A\ > )\

Lemma 5.12 Fir A\ > )\ existiert keine Losung von (BN). Hierbei ist A, der erste
Dirichlet-FEigenwert des Laplace-Beltrami Operators —Apn auf D’.

Beweis: Es wird angenommen, u € Hy”*(D') sei eine Losung von (BN). Multipli-
ziert man die Differentialgleichung mit der ersten, positiven Eigenfunktion u; zum
Eigenwert \; und integriert iiber D', erhélt man

/ Apntu - uq dV—i—)\/ U - Uy dV+/ w7l ou dV o= 0.
Nach zweimaliger partieller Integration des ersten Terms ergibt sich daraus
/ u- (—A1uq) dV+/\/ u- U dV+/ w o dV o= 0,
D’ D’ D’
was dquivalent ist zu
/ A=) uuy dV = —/ u? "y dV.

Da u > 0 und u; > 0 in D gilt, ist die rechte Seite der Gleichung echt negativ. Die
linke Seite dagegen ist positiv, weil nach Voraussetzung A — A; > 0 ist. Aus diesem
Widerspruch folgt, da8 fiir A > \; keine Losung von (BN) existieren kann. 0
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5.2 Nichtexistenz von Ldsungen

5.2.2 Nichtexistenz fiir \ < @

Lemma 5.13 Es sei D' C H", n > 3 offen, beschrinkt und sternformig beziiglich
0 € D' mit C**-Rand. Es sei A < @. Dann ezistiert keine Lisung von (BN).

Beweis: Um das Lemma zu beweisen, benutzen wir eine Pohozaev-Identitit. Ange-
nommen u € Hy*(D') ist eine Losung von (BN). Die Funktion v := p"z u € H,*(D)
ist dann eine Lésung des Randwertproblems?

—Av = pp*v + 0¥ in D (5.23)
v>0 in D (5.24)
v=0 auf 0D (5.25)

mit = A— @. Mit den Regularitiitssitzen aus Abschnitt 5.1.1 folgt v € C?(D),
und die Gleichung (5.23) gilt im klassischen Sinne. Multipliziert man (5.23) mit xVv
und formt beide Seiten einzeln um, ergibt sich fiir die linke Seite der Gleichung

(—Av)(2Vv) = =V (Vv - (2Vv)) + Vv - V(2 Vo)

2
VY (Vv (@V0) + VP 42V (@)

2 2
= -V (Vv (aVv)) + |[Vv[*+V (x W;' ) -n ‘V;‘

B |Vo|? n )
_ (w (eVv) —z- S ) + (1 - 5) Vo
und fiir die rechte Seite

. 1 1 .
(pp’v +v* 1 (aVv) = xupQEV(UZ) + $§V(U2 )

= g:cV(pQUZ) — ng2V(p2) +r——=

v U oo 9
(5 +57)

2*
-n (1}2* + gp2v2> - ngZV(p2).

2 Fiir die detaillierte Herleitung sei auf Anhang A.1 verwiesen.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Gleichung (5.23) ist dquivalent zu

|Vol? n 2
—V(Vv-(:ch)—x-T —1—(1—5) V|

v? B oo o v* Koo 9 Ko o 2
—V(x(? §pv)>—n(?+§pv>—§va(p) (5.26)

beziehungsweise

2 2*
-V (Vv (xzVv) —z - Vol +x (U + Hp2v2))

2 2* 2

= (Vo] —=0*) = ,u§,02v2 — ,U,.IEUZV(,OZ). (5.27)

Integriert man diesen Ausdruck iiber D, integriert auf der linken Seite partiell und
nutzt auf der rechten Seite die Diffentialgleichung (5.23) fiir v in Integralform, ergibt
sich

2 9+
—/ (VU-(va)—:c- [V +x<v—+ﬁp202)) ‘v dS
oD 2 2 2
-2 1
:/ n pup?v? dx —/ g,up%Q dx —/ u$§UQV(p2) dx
D D D

wobei v der duflere Einheitsnormalenvektor an 0D ist. Beriicksichtigt man, dafl auf
0D gilt v = 0 und auflerdem % = v - Vu ist, folgt

/ap ((VZ_D ' <$”%> B %“’” 2) v as = /Du (p2 + gV(pQ)) v? da,

was dquivalent ist zu

%/aD i (z-v) dS = ()\ - @) /D (1+ plz]?) p*v* da. (5.28)

Da mit D' auch D sternférmig beziiglich 0 ist, gilt (z - ) > 0 auf einer Teilmenge
von 0D mit positivem Maf ([PuS, S.682]). Aus der strikten Positivitit von v in D
folgt mit dem Hopfschen Lemma ([Ev, S.330]), da$ |2Z| > 0 auf dD gelten mu8.

Somit ist die linke Seite der Gleichung strikt positiv. Das Integral auf der rechten
n(n—2)
4

ov

@
ov

Seite ist ebenfalls positiv, wihrend ()\ — ) nach Voraussetzung negativ ist.
Es ergibt sich ein Widerspruch, so daf} keine Losung des Brézis-Nirenberg Problems

existieren kann. 0

Korollar 5.14 Es sei D' C H", n > 3 offen, beschrinkt und sternformig mit C**-
Rand. Es sei A\ < @. Dann ezistiert keine Lisung von (BN).
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5.2 Nichtexistenz von Ldsungen

Beweis: Es sei 2o € D' ein Sternzentrum von D'. Die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte
Isometrie

(1 — |@o]?) (@ — 20) — |2 — wo|x0
1+ |$|2‘$0|2 —2x- T

T (z) =

bildet D' ab auf die Menge D’ C B;(0). Diese ist sternférmig beziiglich 0 (vergl.
Lemma 2.2 auf Seite 13) und hat ebenfalls einen C**-Rand.

Sei u eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems auf D'. Wir definieren 4 : D' >R
durch

i =wuoTy .

Da T, eine Isometrie ist, ist @ eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems auf D’
(vergl. Abschnitt 5.1.3).

Dies steht im Widerspruch zu Lemma 5.13, denn nach Lemma 5.13 existiert fiir
A< @ keine Lésung auf D’. Somit kann auch keine Lésung auf D' existieren.

[
Bemerkung 5.13 Es ist moglich, dafi auf nicht sternférmigen Gebieten D' eine
Losung des Problems (BN) existiert. Im euklidischen Fall existiert zum Beispiel
fiir jedes A € (—o0, A1) eine radialsymmetrische Losung, falls das Grundgebiet ein
Kreisring ist (vergl. [BN, S.442]).
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

5.3 DerFalln >4

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

Satz 5 (Existenz und Nichtexistenz von Ldsungen fiir n > 4)
Es sei D' C H", n > 4 ein beschrinktes Gebiet mit C*“-Rand. Dann gilt:

(i) Fir jedes A € (W,/\l) existiert eine Lisung u € C?(D') des Brézis-

Nirenberg Problems (BN).
(i) Fiir A > Ay existiert keine Ldosung des Problems (BN).

(1) Falls D' sternformig ist, existiert fiir X < # keine Liésung des Problems
(BN).

Bemerkung 5.14 In Abschnitt 5.2 sind die Punkte (ii) und (iii) des Satzes be-
reits gezeigt worden. Auflerdem wissen wir, dafl jede schwache Losung bei geniigend
glattem Rand von D’ auch eine klassische Losung ist.

Um Satz 5 zu beweisen, werden mehrere Lemmata bendétigt. Diese werden im fol-
genden bereitgestellt.

Lemma 5.15 Es sei D' = By(0) C H", n > 4 eine geoditische Kugel um 0 mit

Radius 6 € (0,00). Fiir jedes \ > @ gilt dann

Sy, (D) < S*.

Bemerkung 5.15 Die geodiitische Kugel D' = 9B, (0) entspricht der euklidischen
Kugel D = Br = Bg(0) mit R = tanh £.

Beweis: Wir schitzen den Quotienten
o IVuPpr? dr = X [ u?p da
(J lul pr dz)**

geeignet ab. Dazu sei fiire >0 und z € D

Q/\,p(u) (529)

- p(z)
=) e

und
ue(z) = p~ "I (2) v (@),
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5.3 Der Falln > 4

wobei ¢ eine fest gewéhlte, geniigend glatte, positive Abschneidefunktion auf D mit
den Eigenschaften

¢ =1 in einer Umgebung von 0, ¢ = 0 auf 0D

ist. Man beachte bei der Definition von v,, da8 in der Sobolevungleichung (5.22) fiir
die Funktion (¢ 4 |2[2)~™=2/2 1 € D = R" Gleichheit gilt (vergl. [Ta]).

Eingesetzt in den Quotienten (5.29) ergibt sich?

fD |V(p_(n_2)/21)g)‘2,0n_2 dr — )\fD(p—(n—Q)/st)Qpn dr
(fD(p,(n,Q)/QUE)Q*pn dm)2/2*
o VP do + M) [ w2p? dx — A [, v2p? da;

(fD vz da:) i

Die drei Integrale in (5.30) werden im folgenden separat fiir ¢ nahe bei 0 berechnet.

1. /vpr dx
D

Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 so, dal ¢ = 1 in B; = Bs(0) gilt.
Auflerdem ist p(z) > p(0) = 2 in D und somit,

/U2p2dx = /Lpde
D p (e + z[*)?

T rn=ldr
> 4 — = 4|0B . 5.31
g /Bé<e+||> | 1'/ Earpa (653D

@xp (u;) =

(5.30)

Fiir \/z < 6 gilt

/5 rmldr /‘/E r"ldr N /‘5 r"ldr
0 (€+T‘2)n_2 - 0 (€+T2)n—2 N (8+T‘2)n_2

S /ﬁ r"ldr N /‘5 r"ldr

— Jo (2e)72 N (2r2)n—2 (5.32)
NG 5

— 2271/ €2fn ,,,nfl dT’ + 2271/ ,,nfn+3 dT’
0 Ve

=: 22—n Il + 22—n 12.
Man errechnet

2 [n’lr"}f = nle ", (5.33)

3 Fiir die ausfiihrliche Berechnung des Gradiententerms sei auf Anhang A.1 verwiesen.

1125
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Weiter ist fiir n = 4

1
I, = [lnr]f/g = Ind—Inye = ln5+§|ln6|, (5.34)
da e < 1 ist. Fiir n > 5 gilt
1 ’ 1 1 s
I, = Al = — 5 4 e, (5.35)
4—n N n—4 n—4

Aus den Formeln (5.31)—(5.35) folgt

/ v2p? da
D

24"0B[{+ +In6 + }|Ine|} fiir n =4
>

n—4

24_”\031\{%677 _ ﬁ(s‘l—n + ﬁg*%‘l} firn>5
Cllnel 4+ 0(1) firn =4

_ <l (5.36)
Ce "2 +0(1) fiirn > 5

fiir e — 0, wobei C jeweils eine positive Konstante bezeichnet.

2. /1)62* dz
D

Das Integral 148t sich zerlegen in die drei Teile

* 2*_1 d d
/deac:/(pﬁdx-k/%_/ 7552
D p (+ [z[?)" re (€ + |2[2)" re\p (€ +[Z[2)"
2313+I4—I5.

Da D eine Kugel mit Mittelpunkt 0 ist, liegt die Verbindungsstrecke von 0 und
z fiir jedes * € D in D, und die geniigend glatte Funktion ¢ := ¢? kann in
jedem Punkt z € D in ein Taylorpolynom (n+ 1)ter Ordnung um 0 entwickelt
werden. Es gilt

n+1

B(e) =3 1 Do(0) t +
k=0

(n " 2)' Dn+2¢(§) l_n+2’

wobei ¢ auf der Verbindungsstrecke von 0 und z liegt. Weil ¢ = 1 in einer
Umgebung von 0 ist, verschwinden alle Ableitungen von ¢ im Punkt 0. Somit
ist

1
(n+2)!

0% (z) — 1] = [6(z) — ¢(0)| = D"Hp(g)a™ | < Oz

50



5.3 Der Falln > 4

fiir jedes € D und eine geniigend grofe, positive Konstante* C. Eingesetzt
in I5 ergibt sich unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf} gilt D C B,

n+2 B 1 n+2
|13 S/%daﬁgC/Tir"*dr.
p (e +[z?)" o (e+r?)"

Substituiert man (£ 4+ r?) = s und ersetzt dann im Zihler (s — )" durch die
Binomialentwicklung dieses Ausdrucks, so ist

1 ,r,n—|—2 1+e T n
2 - n—ld — / ( ) -1 k_k_—k d
/0 1o r r i ; k (—1)%"s S

[T () B ()«

= 1—neln(l+¢)+nelne

" Z (1) ()

—1 fiir e — 0.

Es folgt R
lim |l < C < o0
e—0

und damit

I;=0(1) fiire— 0. (5.37)

Das Integral I, lautet in Polarkoordinaten

”1dr
I4:/ |8B1|/
Rn(e-l-\ |2)m 8+r

Mit Hilfe der Substitution r» = /¢ tant, anschliefender partieller Integration
und [Bro, 21.6,16] erhéilt man

/oo =1y B /7T/2 \/E"’l tan"' ¢ /e (tant)’ dt
0 ( 0 (

g+ r2)n € + ¢ tan? t)"

n 7'('/2 1 ,
= g2 / cos?™t - — (tan™t)" dt
n

w/2
= g 2. 2/ cos" 't sin™t ¢ dt
0

rE)-rE+1)
" I'(n+1)

(5.38)

4 Da D beschrinkt und ¢ geniigend glatt ist, kann man eine universelle Konstante C' finden, so
dafl die Ungleichung fiir jedes z € D gilt.

51



5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Daher gilt unter Beachtung von [0B;| =n - W/jrl) (vergl. [Ev, Anhang A])

r)-r+1 _ 7”2 rn/?2
I'(n+1) ~ e T(n)

= |0By| € % - (5.39)

Im dritten Integral substituiert man nach Ubergang zu radialsymmetrischen
Koordinaten mit r = /¢ s, dann ist

Io_ / dx
° re\p (€ + [z[?)"

rn 1d7“ n [ s lds
- |8Bl|/ — 0By - gz/ st ds

:ING (1 + 82)n

Der Nenner im letzten Integral 148t sich durch s?® nach unten abschétzen.
Dadurch wird I5 nach oben abgeschéitzt durch

I; < |aBl\-€_%/ s tds

R/\e
n 1 2\"
et (3 (4))
= 0By -n 'R
Somit ist
Is;=0(1) fire—0. (5.40)

Mit (5.37), (5.39) und (5.40) folgt schliefllich

/2 n
/Dv?* dr = o F1£(7£)2) +0(1) (5.41)

fiir e — 0.

3. /\va|2 dx
D

Nach Definition von v, ist

V05=Ln_z—(n—2)x'7(p2g
o+ o+ el
und
Vol z-V(e?) |z ¢’
2R A S S o A
R A e L R =
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5.3 Der Falln > 4

Integriert man den Ausdruck iiber D, folgt nach partieller Integration des
mittleren Terms unter Beachtung der Tatsache, dafl ¢ = 0 auf 0D gilt,

2 ]2 2
/|va|2 dx:/ ﬂdm + (n—2) / ne — njo]” + 2| ©* da
D

p (€ + [a[?)"2 p  (e+[z?)"

+ (n—2)2/(‘x‘i2ndx

p (e +|z[?)

|Vp|? / ©?
= [ Py —9)e | — 7 g
L@+mmn2x+”m Ve ey @

= 16 —+ _[7.

Die Taylorentwicklung von |V¢(x)|? bis zur Ordnung (n — 1) um 0 liefert auf
dhnliche Art und Weise wie oben

V(@) < Clal”

fiir x € D und eine geeignete Konstante C' > 0. Somit ist

\m__c/ u' _dx

N R n ) B 1 ,’,.Zn—l
= C gy < C ——d
/0 (e +r2)n—2 r = /0 (e + r2)n—2 4

Substituiert man wieder mit (¢ + r?) = s, benutzt die Binomialentwicklung
von (s — &)™ ! und schitzt die Konstanten geeignet ab, folgt fdhnlich wie bei
der Berechnung von I3 auf Seite 51

lim |Is| < C < o0
£—0
und damit

Iy =0(1) fiir e — 0. (5.42)

Um das Integral I7 zu berechnen, stellt man es als Summe von drei Integralen
dar, von denen zwei bereits bekannt sind:

2

L = nm—ng/(—£—7dx

p (e+[z[?)
dx

TR A it S MU NN R
= Q)QA@+mmnd*'( Q)lﬂk+mmn
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

p?—1

_ n(n—Q)'E/Dde
da dx
+n(n—2)'5<Anm_/ﬂin\DW)

= nn—-2)-Iy + n(n—2)-e(Iy —I). (5.43)

Benutzt man erneut die Methode der Taylorentwicklung einer Funktion und
entwickelt ©?(z) bis zur Ordnung (n — 3) um 0, so erhélt man

l*(2) = 1| < Cla"?

fiir z € D und eine geeignete Konstante C' > 0. Somit ist

n—2 1 n—2
|IS| S 5/ % dx S ég/ 7“7 ’f'n_ldT’.
b G 1Py y Errp

Mit der Substitution (¢ + r?) = s folgt

1+e _ ~\n—2
L] < e (s—e)" ds
€ Sn

1+e n—2
R -2
= C-e/ s " (n k )(—1)’“5'“5"2'C ds

Q

Also ist

und damit

Iy =0(1) fiir e — 0. (5.44)

Setzt man in (5.43) die Ausdriicke fiir Ig, I und I; aus den Formeln (5.44),
(5.39) und (5.40) ein, ergibt sich

I = n(n—-2)-01)+n(n—-2)-¢ (Wn/Q L) + 0(1))

en/2 T'(n)
. ol (1/2) s
= O(1)+n(n—2)a" WS + O(e)
= n(n— 2)W"/2M5_n7_2 +0(1) (5.45)

['(n)
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5.3 Der Falln > 4

fiir e — 0, da der Term O(1) den Term O(e) dominiert. Mit (5.42) und (5.45)
folgt schliellich

/|wg|2 dz = n(n — n er((é)z)g_% +0(1) (5.46)

fir e — 0.

Damit sind die drei im Quotienten (5.30) auftretenden Integrale fiir ¢ nahe bei 0
bestimmt. Setzt man die Ergebnisse aus (5.36), (5.41) und (5.46) ein und beriick-
sichtigt, da} A > ( =2) ist, ergibt sich fiir sehr kleine Werte von ¢

1. fiir n > 5:
[ IVve? dz + (M — )\) - [, v2p? dx
Qnp(us) = —
(JpvZ da)
o= 00+ (51 )- (o 00)
) (ZZ;?- e+ o )
D (52 ) e son
S e ()" (1+0(5%))‘"‘2V”
_ntn=2)r ()" (22 - 0) Ce +0ET)
: (1+06n)" "
= (S* + (w - A) Ce +0(g”52)) (1+ o(g%))(“)/"_
(5.47)
2. fir n = 4:
Qrp(u) = Jp Vvl dz+ (2= A) - [, v2p* da

(fD v dx) v

g 8rr et +0(1) + (2 ) - (C|lne| +0(1))

a 2 T(2 1/2
(- F3+o)

2

= (8" +@- N Cellne|+ 0e)) (1+0(52))_1/2. (5.48)
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Der Faktor 1/(1 + O(e2)) kann, da ¢ < 1 ist, formal in eine geometrische Reihe
entwickelt werden. Man erhélt

n—2

1 nT_2 > n\k B n.\ 22
_ = —0f(e2 = (14+0(e2)) 2 .
(1+0(@)) (Z( ( ))) (1+0(h))
Entwickelt man weiter den Ausdruck in eine binomische Reihe, so folgt
—_— =(14+0(e2)) ? =1+0(e2).
(roes) | = 0+0E0) 7 =1+06h
Schluflendlich ist
- S*+(2—=X)Ce|llneg|+ O(e) fiir n =4 « 49
Qupltd) < 4 ey (22— )) ce +0(E™) fiir n > 5 (5.49)

fiir ¢ — 0 mit positiven Konstanten C'. Da nach Voraussetzung @ — A <0 ist,
und der zweite Term fiir kleine £ den dritten Term dominiert, kénnen wir schlieflen

Qrpu:) < S° (5.50)

falls € klein genug ist und somit

Sy,(D) < S*.
0

Bemerkung 5.16 Berechnet man die Integrale fiir n = 3 analog zu oben, so ergibt
sich
3\ 16

Qxplue) < S* + (/\ - Z) : Tﬁg +0(Ve).
Der Schlufl @, ,(u.) < S* ist nicht moglich, da das Vorzeichen des dritten Summan-
den nicht bekannt ist.
Man beachte dazu, dafi das Integral I, auf Seite 49 fiir n = 3 fiir ¢ — 0 beschréankt
bleibt.

Korollar 5.16 Es sei D' C H™, n > 4 ein beschrinktes Gebiet. Dann ezistiert ein

A< @, so daf

S)\,p(D) < S*
fur jedes A > \*.
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5.3 Der Falln > 4

Beweis: Es sei A > @. Es sei y € D ein harmonisches Zentrum von D und

Ry, :=r(y) der zugehorige harmonische Radius (vergl. Definition 4 auf Seite 18).
Setzt man 6, := 2 Artanh Rj, entspricht die geodétische Kugel By, (0) der euklidi-
schen Kugel Bp, (0). Mit Lemma 5.15 folgt

S)\,p(BRh) < S*,

und das Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (Lemma 5.11) sichert, daf§ ein Mi-
nimierer uy, € Hy?(Bg,) von Sy ,(Bg,) existiert.

Mit einem Symmetrisierungsargument folgt, dafl u,, ohne Beschriankung der Allge-
meinheit radialsymmetrisch und monoton fallend ist. Definiert man wie im Beweis
von Lemma 4.2 auf Seite 24 die harmonische Verpflanzung Uy, von u,, nach D mit
Zentrum y € D, so gilt (vergl. Lemma 3.2 auf Seite 19)

S* > Sx,(Br,)
fBRh |V 2o 2dx — A fBRh u3, pdx

2*

(fBRh ‘“MP*”"dm) / (5.51)
[, VUM Pp"%dz — X [, Uzy phda

(J |Un | prd)™™
> SA,p(D)-

>

Damit ist S ,(D) < S* fiir alle A > "2
Insbesondere 148t die Ungleichung S ,(Bg,) > Sx,(D) zu, dafl ein \* < @ exi-

stiert mit S, ,(D) < S* fiir alle A > A*. .

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Abschnitts:

Beweis: (von Satz 5)
zu (ii):
Die Nichtexistenz einer Losung fiir A > A; ist in Lemma 5.12 auf Seite 44 gezeigt
worden.
zu (iii):
n(n

Die Nichtexistenz einer Losung fiir A < T_Q) folgt aus Korollar 5.14 auf Seite 46.

zu (i):

Nach Korollar 5.16 existiert ein \* < =2 5o daf Sy ,(D) < S* fiir alle A > \*.
Daraus folgt mit dem Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (Lemma 5.11) fiir
jedes A > \* die Existenz eines Minimierers u € Hy*(D) von Sy ,(D).

Nach Abschnitt 5.1.4 ist fiir A < A; jeder Minimierer nach geeigneter Skalierung
eine schwache Losung des Brézis-Nirenberg Problems. Damit ist die Existenz einer
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

schwachen Losung fiir A* < A < A; bewiesen.

Mit Satz 4 auf Seite 34 folgt, dafl jede schwache Losung u € Hy?(D') des Brézis-
Nirenberg Problems auch eine klassische Losung u € C?(D') ist.

Zu zeigen bleibt, daf} gilt \* = #. Dies folgt sofort, denn falls \* < @ gelten
wiirde, wire dies ein Widerspruch zu (iii), also ist \* = @ und der Satz ist

bewiesen.
0

Die Resultate des Satzes 5 lassen wie folgt graphisch darstellen:

Nichtexistenz

n(n—2)

Nichtexistenz

1 R

Abbildung 5.1: Existenz von Losungen fiir n > 4 auf Kugeln
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5.4 Der Falln =3

5.4 Der Fall n =3

Wie auch im euklidischen Fall (vergl. [BN]) kénnen wir die Frage nach der Existenz
von Losungen des Brézis-Nirenberg Problems in Raumdimension 3 nur komplett
beantworten, wenn das Grundgebiet eine Kugel ist.

Daher beschranken wir uns im néchsten Teilabschnitt auf geodétische Kugeln D’ C
H? und formulieren Ergebnisse fiir allgemeinere Gebiete im Anschluf§ daran.

5.4.1 Das Brezis-Nirenberg Problem auf Kugeln

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

Satz 6 (Existenz und Nichtexistenz von Ldsungen fiir n = 3)
Es sei D' C H? eine geoditische Kugel mit Radius 6 € (0,00). Dann gilt:

(i) Fiir jedes \ € (1 + %, 1+ g—z) existiert eine Losung u € C?(D') des Brézis-
Nirenberg Problems (BN).

(i1) Fiir A > 1+ Z—j existiert keine Lisung des Problems (BN).
(iii) Fir A <1+ % existiert keine Losung des Problems (BN).

Bemerkung 5.17 Die obere Grenze des Existenzbereichs entspricht dem in Kapi-

tel 4 ausgerechneten ersten Dirichlet-Eigenwert \; des Laplace-Beltrami-Operators
—A]HS auf %9(0)

n(n—2)

1 ist bereits in

Bemerkung 5.18 Die Nichtexistenz einer Losung fiir A <
Lemma 5.13 gezeigt worden.
n(n—2)

Fiir n > 4 stimmt der Wert ——— mit der unteren Grenze des Existenzbereichs von

Losungen iiberein (vergl. Satz 5 auf Seite 48). Fiir n = 3 gilt

n(n—2) 3 72
ALY
1 1S T

der Existenzbereich ist , kleiner” als fiir n > 4 und auflerdem gebietsabhingig.

Um Satz 6 zu beweisen, werden noch mehrere Lemmata benétigt, die im folgenden
bereitgestellt werden.

Lemma 5.17 Es sei ¢1(r) := (1 —r?) - cos (& - 2828} gyf [0, R] C [0,1). Dann
qilt

R 2 R 2 2 m’ * 3,2
/0 plpr')” dr + /o pp1ar ( + 16 Artanh2R> /0 pren @
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Beweis: Wir betrachten das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

—(p(r)¢) + p*(r ) = pp’(r ) in (0, R) (5.52)
¢'(0) =0, p(R) = (5.53)

Da die Koeffizienten geniigend glatt sind, ist jeder Eigenwert einfach, und die erste

Eigenfunktion hat nur ein Vorzeichen (vergl. zum Beispiel [Wa, §27]).
Mit Hilfe von Maple findet man fiir

7.‘.2

S (I — 54
p=1+ 16 Artanh?2R (5.54)
eine Losung des Problems (5.52)—(5.53), ndmlich
m Artanhr
@1(r) = (1 =1?%) - cos <2 7ArtanhR> (5.55)

Die Funktion ¢ ist offensichtlich beliebig oft stetig differenzierbar in (0, R) C (0, 1)
und positiv. Dafl die Funktion ¢; bei obiger Wahl von p auch eine Losung der
Differentialgleichung (5.52) ist und die Randbedingungen (5.53) erfiillt, rechnet man
leicht nach. Also ist ¢; eine Eigenfunktion zum Eigenwert p. Genauer mufl es sich
um die erste Eigenfunktion handeln, da nur diese keinen Vorzeichenwechsel in (0, R)
hat.

Multipliziert man schliefllich die Differentialgleichung fiir ¢y mit ¢; und integriert
iiber (0, R), so folgt nach partieller Integration des ersten Terms

R 2 R m’ R
! — 1 _ dr.
/0 ple)” dr + /0 prpi” dr < + 16 Artanh2R> /0 pren @

Lemma 5.18 Es sei D' = By(0) C H? eine geoditische Kugel um 0 mit Radius
2 2
6 € (0,00) und R := tanh 3 0. Fiir jedes A\ > 1+ T 1z = 1+ fgataog 9t dann

U

Sap(D) < S*.

Bemerkung 5.19 Die geoditische Kugel D' = B4(0) C H? entspricht in euklidi-
schen Koordinaten der Menge D = Bg(0) = Bz C B1(0) C R3.

Beweis: Wir schiatzen den Quotienten

Jp IVul?p dz — X [, up® da
(fp lulp? dz)'”?

Qrp(u) = (5.56)
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5.4 Der Falln =3

geeignet ab. Dazu sei fiir e > 0 und r € [0, R]

el
7)5(71) T (8+’I‘2)1/2’

wobei ¢ eine geniigend glatte Funktion auf [0, R] mit den Eigenschaften
¢(0) =1, ¢'(0) =0 und p(R) =0
ist. Fiir x € D = Bp, sei
ue(z) = ve(|x])-
Setzt man u, in den obigen Quotienten ein, so folgt
[p IVucl? pdz — X [ u? p*de
([ ust pda)™”?
_ A fy PP plr) rdr - A dm R0 )ty
(4 o20) Py r2dr)

Die drei Integrale in (5.57) werden separat fiir € nahe bei 0 berechnet.

R
1. / vt pdr? dr
0

Das Integral 148t sich zerlegen in die zwei Teile

[Fzprar = [Cewpna - [ 00 )b -

Q/\,p(us)

=: Jl + JQ.

Jy ist unabhéngig von € und wird nicht weiter umgeformt. Mit Hilfe der Sub-
stitution r = /e s im Integral J, erhiilt man

€

R/\/e
Jo = /0 @2(\/55)m,03(\/58)\/5d8
R/\/e
= \/5/0 P(VES) - s,

(1+s?) (1—es?)3

Da ¢ eine geniigend glatte Funktion auf dem kompakten Intervall [0, R] ist,
gilt

Jy
o2

R/\/e ) 1 ]
| etvEar o

(1+5?)
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

R/\/€ 1 1 p
< .
< 0/0 A+ (—estp

fiir eine geeignete Konstante C' > (. Substituiert man mit s = %t und beach-

tet, daB fiir ¢ € [0, 1] gilt ﬁ < ﬁ, so folgt

1

J2 < C / 1 R dt
- o (I+etR?2)(1 - R22)3 /e

c1/2

IA

c.F / ! L
(-RP )y U+ RP) 2

! dt
= © \/g/o (VER-1)? + 2

= C’-R-arctanﬂ.

Ve

Da arctanz < 7 fiir alle z > 0 ist, ergibt sich

Jo

o Sé'R'g<OO fiir alle e > 0

und somit
Jy = 0(eY?)  fiire — 0. (5.59)
Mit (5.58) und (5.59) folgt schlieflich
R R
/0 v.2p}rtdr = /0 ©?p* dr + O(e/?) (5.60)
fiir e — 0.

R
2. / v.8 P r? dr
0

Dieses Integral 148t sich aufspalten in die drei Teile

R R 6 3
/ UEG p3 7,2 dr = / 4 (T) 4 (’f') 7,2 dr
0 0

(e +1?)3
R 6 -1 R 3 _
:/ P — 2 (T)23p3(r)r2dr+/ 7p(r)2§r2dr
o (e+7?) o (e+1?) (5.61)
—|—/R78 r? dr
o (e+71?)3
:3J3+J4+J5.

62
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= 0. Daher kann die geniigend glatte Funktion
0, R) in ein Taylorpolynom 1. Ordnung um 0
=¢(0) +¢'(0)r + 54"(¢)r? fiir ein £ € (0, 7).

Nach Voraussetzung ist ¢’(0)
¢ = ¢® in jedem Punkt r e
entwickelt werden. Es gilt ¢(r)
Folglich ist
1 ¢II
£°0) = 1] = 160r) = 60)| = [ O)r + 309 = T < o7

fiir jedes 7 € (0, R) und eine geniigend grofie, positive Konstante C. Auflerdem
gilt 8 < p*(r) < - %2 ; = C < oo fiir 7 € (0, R) und somit ist

< Ve[ e

5—1—7“2

I3

c—1/2

< \/E-C*/O mdr. (5.62)

Substituiert man mit » = y/es und schiitzt das Integral durch Vergrofierung
des Integrationsbereichs nach oben ab, so erhélt man

J3 5 R/\/e 82 84
< ) — = \/ed
g~l/2|  — ve C/O (e +e5?)3 veds
N o] 84
——d
s ¢ /0 (1+s28 ™
~ 3
Es folgt
Js=0("Y?)  fire = 0. (5.63)

Weiter gilt fiir » € (0, R)
24247 + 8% _ , 24+ 24R% + 8R!
—_ 8| = < r2.
|p ( ) ‘ T (1 _ T2)3 — r (1 _ R2)3
wobei C' eine positive Konstante ist. Es folgt

J4 \/_/R‘p _8‘ 2d,r

g~1/2 (e + r2

< \/E-C/O mdr.

Dieser Ausdruck ist bereits bei der Berechnung von J3 (vergl. Formel (5.62))
durch C - 37/16 nach oben abgeschétzt worden. Also gilt

J4

=172

=Cr?
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

und

Jy=0(1?) fir e — 0. (5.64)

Im Integral Js substituiert man zunéchst r = y/es und zerlegt es dann in zwei

Teilintegrale.
R
8
J. = — 24
° /0 (€+r2)3r "
R/\/e ] )
= —_— d
/0 (e + es?)3 es” Ve ds
8 00 82 00 82
= —- ——ds — —=d
g3/2 {/0 (1+s2 " /R/\/E (1+ %) S}
8

Fiir das Integral Jg gilt mit [Bro, 21.5,67]

* s? T
= ———ds = —. .
Js /0 aA+s22 " = 16 (5.66)

Substituiert man im Integral J; mit s = % t, so ergibt sich

) 8_1R2t2
J, = 2R dt
7 /1 1+ 'R °
6.3/2 o0 t2

— —— dt
R | (eR2+12)°

Da eR? positiv ist, kann man im Integral den Nenner nach unten abschitzen
durch #2. Es folgt
J7 1 [ ¢ 1 [ 1 1

und

Jr = 0(%/?) fiir e — 0. (5.67)

Mit den Formeln (5.65)—(5.67) erhélt man

_ 8 ™ 3/2 . ™ .
JS_‘EZ”T.{E-FO((? )} = 537 +0(1) fiir e — 0. (5.68)
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Setzt man in (5.61) die Ausdriicke fiir J3, J; und J5 aus den Formeln (5.63),
(5.64) und (5.68) ein, ergibt sich

R
6 3,2 _ —-1/2 ~1/2 n
/0 veeptrtdr = O™ 7)) + O(e™/7) + 283/2-1—0(1)
™ _
= oap tOE 1/2) (5.69)

fiir ¢ — 0, da der Term O(¢~'/2) den Term O(1) dominiert.

R
[ kot ar
0

Nach Definition von v, ist

vl = - (6+T‘2)_1/2 — (p-r-(s+7"2)_3/2

und
|U’ |2 — (90’)2 _ r- (QOQ)I r2¢2
€ (e+712) (e+712)2  (e+7r2)3

Setzt man diesen Ausdruck in das Integral ein, integriert den mittleren Term
partiell, beachtet dabei ¢(R) = 0 und fafit die Terme geeignet zusammen, so
folgt

R R 2 R 2 1,3 R3€Q02,0702
vl r2dr=/ (¥) 7“2d7"+/ T dr-{-/ —————dr
/0 vel” p ; (6+T2)p o (e+r22 o (et 72)3

:/OR(QO')%dr + /OL_&) ()0,

(e +12)

R R 2 2 2 2

@” p* (—&* — 2er?)

+ 202 dr + / dr
/0 vp 0o (e+r)?
R 2 2
3

o (e+71?)3

= Jg + Jg + J10 + J11 + Jlg.
(5.70)

Die von ¢ unabhéngigen Integrale Jg und Jiy werden nicht weiter umgeformt.
Um das Integral Jy abzuschitzen, benutzt man erneut die Methode der Tay-
lorentwicklung einer Funktion und entwickelt (¢')? bis zur ersten Ordnung um
0. Man erhilt

' (r)|* < Cr?
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fiir » € (0, R) und eine geeignete Konstante C' > 0. Es gilt
Jo

|
Q
<:>\,‘
=
—~~
—_
I
<
[\
~ 3
— N
[©)
_|_
=
[\
~—
U
=

|
A
g

< C-ArtanhR + C’;r
und schliefilich ist
Jg = O(e) fiir e — 0. (5.71)

Um das Integral Ji; zu bestimmen, nutzt man zunéchst die Stetigkeit von ¢
und p auf dem Interval [0, R] aus. Es gilt

R 2
T S/ 0% p? (€% + 2er?) C/ g2 + 2er?
0 (e +1?)? (e+7r2)?

fiir eine positive Konstante C'. Substituiert man erneut mit r = /s, so folgt

Jul / e o
gl/? NG (e +es?)?
* 142
< C/ i ds
o (1+s?)?

o0 2 1
- 0/0 {1+s2_ (1+82)2}d8

< c-w+c-% < .

Also ist
Jip=0("?)  fiire —»0. (5.72)
Das Integral Ji5 148t sich schreiben als
R 2 2
T = /0 7325_@‘; T’;; dr
R 2 R 2 2
= /0 7(564?77:2)3 dr + /0 ik ((i—i—pr;)f)r dr
=: Jiz+ Jia. (5.73)
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Benutzt man im Integral Ji3 die Substitution r = 4/es, so folgt

R/ 6252 6 R/ 52
Tis = e Jeds = — s
o= G V=

Dieses Integral ist bei der Berechnung von J; bereits bestimmt worden, es
ergibt sich mit den Formeln (5.65) und (5.68)

g3/? T
Jiz = %'?k = % {16—{—0( 3/2)} = 837+O() (5.74)

Entwickelt man die Funktion ¢? p in ein Taylorpolynom erster Ordnung um 0,
so folgt fiir alle r € (0, R)

0*(r) p(r) =2 = [¢*(r)p(r) —¢*(0)p(0)] < Cr*
mit einer geniigend groflen, positiven Konstante C. Fiir das Integral Jy4 gilt
somit
R | _ 2| N R 4
prp r
< 3 < C- ————dr.
- \/_/ (e +1r?)3 dr < \/E/O (e +12)3 "

Dieser Ausdruck ist bereits aus der Berechnung von J3 (vergl. Formel (5.62))
bekannt. Es folgt

J14

c1/2

J14 ~ 371'
und
Jiu=0(Y?)  fiire — 0. (5.75)

Mit den Formeln (5.73), (5.74) und (5.75) erhélt man

3

Jio= 22 4 0() + O(EY?) = —”6 + 0@V (5.76)

fiir ¢ — 0, da der Term O(£'/?) den Term O(e) dominiert.

Setzt man schliefilich die Ausdriicke fiir Jy, J11 und Ji2 aus den Formeln (5.71),
(5.72) und (5.76) in die Gleichung (5.70) ein, so folgt

R
[ kot ar
’ R R
:/ ((p')Zpdr-l-O(e)—i-/ p? dr + O(e"?) +
0 0

_ + R(go')Q,odr + /Rg02 p* dr +O(eY?) (5.77)
8ve o 0

3—1 + 02

fir e — 0.
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Damit sind die drei im Quotienten (5.57) auftretenden Integrale fiir ¢ nahe bei 0
bestimmt. Setzt man die Ergebnisse aus (5.60), (5.69) und (5.77) ein, ergibt sich

A fOR W2 pridr — - 47rf0Rv52 p® rdr
Q/\,p(us) = R 1/3
(47T Jo vEp? 7"2d7">
2+ an { [(@)Ppdr + [P dr = X [P P dr + O
2/ o @)2pdr + [ ¢ p? dr Jo ©*p* dr €
(Z2 +0(e12)"”?
I+ Fp,\) +0(?)
241/3
(Z%)"" 1+ o)™

fiir ¢ — 0, wobei
R R R
F(p,\) := 4 {/ (¢)pdr —|—/ ©* p* dr — )\/ ©? p? dr}. (5.78)
0 0 0

Vereinfacht man den Ausdruck fir @, ,(uc) weiter, so folgt

Q)= (3(2)" + Gl + 06) - (o)

Der Term H%(e) kann, da € < 1 ist, formal in eine geometrische Reihe entwickelt

werden. Man berechnet

1 1 0 \
706~ 1oo@ ~ 2 0@ =1+06).

Daraus folgt mit Hilfe der binomischen Reihenentwicklung

( 1 )1/3—(1+0(e))1/3_1+0(€)
1+0@6) = - '

Also ist
T\ 4/3 €
Qxp(ue) =3 (5) + #F(% A) + O(e)
172 (5.79)
fiir e — 0.
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Wir wihlen jetzt ¢(r) := ¢1(r) = (1 —12)-cos (§ - 22222 Die Funktion ¢y erfiillt

die Randbedingungen ¢;(0) = 1, ¢1(R) = 0 und ¢;’(0) = 0 und ist auBerdem
beliebig oft stetig differenzierbar. Mit Lemma 5.17 folgt

R R R
F(pi,)) = 4« (/O (90'1)2,0d7“+/0 w%pZdT—A/O @?ﬂ3dr)

U i 2 3 R 2 3
= 4%((1+m)A 1P d?"—)\/(; ©1p d?“)

2 R
= 4dn|(l4+ —7—5= — A 20° dr. .
i ( * 16 Artanh?R > /0 par (5.80)

Somit ist

1/2 2

R
£ 7r
—  4x 14+ —" A 253 d
(2m2)1/3 W( N 16 Artanh?R >/0 pptdr + 0()

2
=S +C <1+ — A) e 4+ O(e)

Qpu:) = S* +

-
16 Artanh?R

fir ¢ — 0 und eine Konstante C' > 0. Es gilt A > 1 + 72/(16 Artanh?R) nach
Voraussetzung, somit ist der zweite Term echt negativ. Da fiir kleine ¢ der zweite
Term den dritten Term dominiert, konnen wir schlieflen

Qrplus) < S* (5.81)

beziehungsweise
S,\yp(D) < S

fiir geniigend kleines € > 0. 0

Lemma 5.19 Es sei D' = By(0) C H? eine geoditische Kugel um 0 mit Radius

0 € (0,00) und R := tanhg. Es sei A < 1+ =1+ m. Dann existiert
keine Losung von (BN).

Bemerkung 5.20 Fiir A < % ist die Nichtexistenz einer Losung bereits in Lemma
5.13 mit Hilfe einer Pohozaev-Identitit gezeigt worden. Diese Methode wird auch
jetzt verwendet werden, jedoch mit modifizierten Testfunktionen.

Beweis: Zu zeigen bleibt die Nichtexistenz einer Losung fiir % <A< 1+ %.
Angenommen u € Hy”(D') sei eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems (BN).
Da der Rand einer Kugel beliebig glatt ist, folgt aus Abschnitt 5.1.1, dal u € C?(D’)

gilt und aus Abschnitt 5.1.2 ergibt sich, daf}  radialsymmetrisch sein muf.
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

In euklidischen Koordinaten geniigt eine radialsymmetrische Losung v = u(r),
r = |z| des Brézis-Nirenberg Problems auf D = Bg(0) der gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung

u" + gu' + Ap’u + p’u® =0  in (0, R) (5.82)
mit den Randbedingungen
v'(0) =0, u(R) =0. (5.83)

Es sei f eine geniigend glatte Funktion mit f(0) = 0. Multipliziert man die Glei-
chung (5.82) mit r2 f(r) v/ und integriert iiber (0, R), so folgt nach partieller Inte-
gration und Ausnutzung der Randbedingungen

1 2 ! 2 R "2
SRR (R = [ h dr

mit

M) = THE) + 56— pr £, (585)
a(r) = 27°p° f(r) + 2077 f(r) + p*r* f'(r). (5.86)

Multipliziert man die Gleichung (5.82) mit h(r) u, integriert wiederum iiber (0, R)
und beachtet bei der partiellen Integration, dafi f(0) = 0 gilt, so ergibt sich

R R R
_ / hr) ()2 dr + / P h(r) b dr + / b(r)u? dr = 0 (5.87)
0 0 0
mit
1p 1 1p
I n - r ! _ 2 - 2
b(r) = =h 2rh p°h + 2r2h + Aph. (5.88)

2

Subtrahiert man Gleichung (5.87) von Gleichung (5.84), so erhélt man

3710 ()~ [ {Gam o b a
_ /OR {é a(r) + p2h(r)} Wdr =0 (5.8)
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mit A, a und b wie in (5.85), (5.86) und (5.88). Eine lange, aber elementare Rechnung
liefert

%a(r)-l—b(r) = irQ {f’" - 3prf" + p° (gTQ—g—i-él)\) f’} (5.90)

und
%a(r) + p?h(r) = §p2 r2f - %p?’ r(1+7?) f. (5.91)

SchlieBlich folgt aus den Gleichungen (5.89)—(5.91), dafl jede Losung u des Brézis-
Nirenberg Problems die Integralidentitét

S F(R) ((R))

Fq 3 9
= / —r2{f”’ — 3prf" + p° (—TZ——+4)\> f’}u2 dr
. 4 2" T2

R 222/ 13 2 6
+/0 {gprf Y r(l—l—r)f}u dr  (5.92)

erfiillt.

Im folgenden wird die Funktion f so gewéhlt, dal jeweils das erste der beiden Inte-
grale in der obigen Identitit verschwindet®. Dafiir miissen drei Fille unterschieden
werden:

3
1. |- 1
4</\<

Es sei

f(r) :=sinh (2\/1 — A Artanh r) - cosh (2\/1 — A Artanh 7“) in [0, R).

Dann ist f(0) =0, f(r) > 0 fiir r € (0, R] und eingesetzt in Gleichung (5.92)
folgt

S I(R) (o (R))’
R
= / %rp3 {27‘\/1 — X (2 cosh?w — 1) — (1 +7?) coshw sinhw}u6 dr,
0
(5.93)

wobel w := 2+4/1 — X\ Artanh 7.

5 Um eine geeignete Funktion f zu finden, 16st man mit Hilfe von Maple die Differentialgleichung
{f" = 3prf" + p*(3r* =5 +4X) f'} =0in (0, R) mit f(0) = 0.
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Aus der strikten Positivitdt von u folgt mit dem Hopfschen Lemma wie schon
im Beweis von Lemma 5.13 auf Seite 45, dafl der Betrag der Normalenableitung
auf dem Rand strikt positiv ist. Somit gilt |u'(R)| > 0 und die linke Seite der
obigen Gleichung ist strikt positiv.

Das Vorzeichen der rechten Seite der Gleichung ist abhéngig vom Vorzeichen
des Ausdrucks in geschweiften Klammern, alle anderen Faktoren unter dem
Integral sind positiv in (0, R). Eine lange, sehr technische Rechnung (vergl.
Anhang A.3) ergibt, daf

27v1— A (2 cosh®w —1) — (1 +7?) coshw sinhw <0 (5.94)
fiirr € (0, R) und 2 < X < 1 gilt. Somit ist die rechte Seite der Gleichung (5.93)
negativ, wihrend die linke Seite der Gleichung strikt positiv ist. Aus diesem

Widerspruch folgt, dafl fiir % < A < 1 keine Losung des Brézis-Nirenberg
Problems existiert.

f(r) := Artanhr in [0, R).

Dann ist f(0) = 0, f(r) > 0 fir r € (0,R] und eingesetzt in die Glei-
chung (5.92) folgt

%RQ f(R) (W'(R))? = /o %rp?’ {r — (14 r*) Artanhr} u® dr. (5.95)

Die linke Seite der Gleichung ist strikt positiv, da |u'(R)| und f(R) strikt
positiv sind. Weiter gilt

0 2n+1
2 _ r 2
r— (1+7°) Artanhr = r — ng_o o1 — 7% Artanhr
20+l 5.96)

2 r (

= —r“Artanhr — E
r® Artanh r 2 1

<0 fir r € (0,R) C (0,1).

Also ist der Integrand auf der rechten Seite der Gleichung strikt negativ und
somit auch das Integral, was im Widerspruch zur strikten Positivitéit der lin-
ken Seite steht. Es folgt die Nichtexistenz einer Losung des Brézis-Nirenberg
Problems fiir A = 1.
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1< <14+ ——-— |
<As A 16 Artanh?R

Es sei
f(r) :=sin(2v—1+ XA Artanh7) - cos(2v—1 + A Artanh r) in [0, R).

Dann ist f(0) = 0, f(r) > 0 fiir » € (0, R] und eingesetzt in die Gleichung
(5.92) folgt

S B (R) (! (R))*
= /R%rp?’ {27“\/)\ —1(2cos?w—1) — (1 +7?) sinw cosw} ub dr  (5.97)

wobel w := 2+ — 1 Artanhr.

Aus [u/(R)| > 0 und f(R) > 0 folgt wieder die strikte Positivitéit der linken
Seite der Gleichung.

Das Vorzeichen der rechten Seite der Gleichung ist erneut abhéngig vom Vor-
zeichen des Ausdrucks in geschweiften Klammern, alle anderen Faktoren unter
dem Integral sind positiv in (0, R). Eine weitere lange, technische Rechnung
(vergl. Anhang A.3) ergibt, das gilt

2rvVA—1(2cos’w—1) — (1+7%) sinw cosw <0 (5.98)

firr € (0,R) und 1 < A < 1+72/(16 Artanh?R). Somit ist die rechte Seite der
Gleichung (5.97) negativ, wihrend die linke Seite der Gleichung strikt positiv
ist. Da dies ein Widerspruch ist, existiert fir 1 < A < 1 + 72/(16 Artanh?R)
keine Losung des Brézis-Nirenberg Problems.

Somit ist gezeigt, dafl es fiir A < 1+ 72/(16 Artanh?R) = 1+ 72/(4 6?) keine Losung
des Brézis-Nirenberg Problems gibt. 0

Wir beweisen den Hauptsatz dieses Abschnitts:

Beweis: (von Satz 6)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf§ die geoditische
Kugel D' den Mittelpunkt 0 hat (vergl. Abschnitt 5.1.3), daf heifit D' = 2B,(0).

zu (ii):
Die Nichtexistenz einer Losung fiir A > A; ist in Lemma 5.12 auf Seite 44 gezeigt
worden. Mit Satz 3 auf Seite 29 ergibt sich

w2 w2

1+

M=1+4+— " 14T
! + 4 arctanh?R 02
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Also existiert keine Losung fiir A > 1+ g—;

zu (iii):
Die Nichtexistenz einer Losung fiir A < 1 +

72

157 folgt aus Lemma 5.19.

zu (i):

Nach Lemma 5.18 auf Seite 60 gilt Sy ,(D) < S* fiir alle A > 1+ %. Daraus folgt
mit dem Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (Lemma 5.11) die Existenz eines
Minimierers u € Hy*(D) von Sy ,(D) fiir jedes A > 1+ %.
Nach Abschnitt 5.1.4 ist fiir A < Ay =1+ g—j jeder Minimierer nach geeigneter Ska-
lierung eine schwache Losung des Brézis-Nirenberg Problems. Damit ist die Existenz

einer schwachen Losung fiir 1 + % <A<1+ z—i gezeigt.

Mit Satz 4 folgt, daf} jede schwache Losung u € Hy?(D') des Brézis-Nirenberg Pro-
blems auch eine klassische Losung u € C?(D') ist und der Satz ist bewiesen. 0

Nichtexistenz

1 + - Nichtexistenz- -~
B4 e

1 R
Abbildung 5.2: Existenz von Légungen firn=3 auf2Kugeln
mit A" =1+ 16 Ar7tranh2R’ A =1+ 4Art7;rmh2R

5.4.2 Das Brezis-Nirenberg Problem auf allgemeineren Gebieten

Fiir allgemeinere Gebiete gilt folgendes Existenzresultat:

Korollar 5.20 Es sei D' C H? ein beschrinktes Gebiet. Es sei y ein harmonisches
Zentrum von D und Ry, :=r(y) der zugehdrige harmonische Radius.

Dann ezistiert ein \* < 1+ 7%/(16 Artanh®Ry,), so daf es fiir alle A € (A\*, A1) eine
Lésung des Brézis-Nirenberg Problems (BN) gibt.
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Beweis: Der Beweis kann dhnlich zu den Beweisen von Korollar 5.16 und Satz 5 (i)
im hoherdimensionalen Fall gefiihrt werden und wird deshalb hier nur skizziert.

Es sei A > 1+ 72/(16 Artanh?R},) beliebig. Mit Lemma 5.18 folgt, daB
S)\,p(BRh) < S

gilt, und das Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (Lemma 5.11) sichert die
Existenz eines Minimierers uy, € Hy?(Bg,) von Sy ,(Bg,). Dieser ist ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit radialsymmetrisch und monoton fallend in Bg,. Man
definiert dann die harmonische Verpflanzung von u,; nach D und zeigt wie im Beweis
von Korollar 5.16 auf Seite 56, daf§ gilt

Somit ist Sy ,(D) < S* fiir jedes A > 1 4 72/(16 Artanh?R},). Insbesondere existiert
ein \* <1+ 72/(16 Artanh?Ry,) so, daf§ gilt S ,(D) < S* fiir jedes A > \*.

Wendet man erneut das Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit an, folgt fiir al-
le A > \* die Existenz eines Minimierers von S) ,(D). Nach Abschnitt 5.1.4 ist
fiir A < Ay jeder Minimierer nach geeigneter Skalierung eine schwache Losung des
Brézis-Nirenberg Problems und die Existenz einer Losung fiir A € (A*, A1) ist bewie-
sen. 0

Offene Frage: Gilt \* = 1+ 72/(16 Artanh?R},)?

Die Nichtexistenz von Lésungen des Brézis-Nirenberg Problems auf beschrankten
Gebieten fiir A > )y ist bereits in Abschnitt 5.2 gezeigt worden, ebenso wie die
Nichtexistenz von Losungen auf sternférmigen Gebieten fiir A < 3/4.

Offene Frage: Kann man das Nichtexistenzresultat aus Lemma 5.19 fiir 3/4 < A < \*
auf sternformige Gebiete verallgemeinern?

5.4.3 Uber eine Vermutung von Budd & Humphries

Eine obere Schranke fiir den kritischen Wert A*(D’) auf D’ C H? kann mit Hilfe
der Greenschen Funktion G, (x,y) des Operators —Aps — A unter Dirichletschen
Randbedingungen angegeben werden ([Sché], [Bre], [BuH], [B2]).

Fiir A < \; existiert die Greensche Funktion und kann in einen positiven, singuléren
Anteil fy(z,y) und einen stetigen, reguléren Anteil hy(z,y) aufgespalten werden,
wobei hy(z, y) aufgefait als Funktion von A monoton wachsend in A ist (vergl. [Bre],
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

[B2]). Da der regulére Teil das Randwertproblem

—Ag: ha(z,y) — Aha(z,y) =0 in D'
ha(z,y) = = fr(z,y) auf 0D’

16st, folgt mit Hilfe des Maximumprinzips

max ho(z,x) <0

und weiterhin gilt

max hy(z,z) — +oo fir A — A
zeD

Also wechselt max ha(z,z) in (0, A;) das Vorzeichen und es existiert ein v* € (0, A;)
ze D’
so, daf} gilt

max hxa(z,z) <0 fir A <v*
T €D’
max hx(z,z) >0 fiir A > v*.
zeD

Schoén hat in [Scho| gezeigt, dal v* > A* ist. Budd und Humphries [BuH] vermuten
aufgrund von numerischen Berechnungen, daf} gilt

vt = A% (5.99)

Fiir Kugeln im R3 (vergl. [Bre]) beziehungsweise fiir geodiitische Kugeln auf %3
(vergl. [B2]) ist die Vermutung von Budd und Humphries (5.99) richtig. Hier soll
die Vermutung fiir geoditische Kugeln im H? iiberpriift werden:

Es sei D' = 9B4(0) eine geoditische Kugel im H?® mit Radius # € (0,00) um 0,
R = tanhg und Gy(z,0) die Greensche Funktion des Operators —Aps — A unter
Dirichletschen Randbedingungen mit Singularitit in 0. Diese ist radialsymmetrisch
und hat fir 1 < A < A\ =1+ in euklidischen, radialsymmetrischen
Koordinaten die Form®

_
4 Artanh2R

1—172

G)\(T, O) = r
: (— cos(4v/X — 1 Artanh R — 2¢/X — 1 Artanhr)
-1
+ cos(2V A — 1 Artanh r)) . (1 — cos(4V A — 1 Artanh R)) .

6 Um die Greensche Funktion zu berechnen, wurde mit Maple gearbeitet.
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5.4 Der Falln =3

Betrachtet man die Potenzreihenentwicklung von G (r,0), so findet man unter Zu-
hilfenahme von Maple

ha(r,0) = Ga(r,0) — -
und
2v/X — 1 sin(4v/A — 1 Artanh R)

ha(0,0) =
2(0,0) 1 — cos(4v/A — 1 Artanh R)

Auf Kugeln mit Zentrum im Ursprung gilt (vergl. [Bre], [B2])

aIcneag(, h)\(l‘,.T) = h)\(o7 0):
somit ergibt sich v* in diesem Fall durch Losen der Gleichung h,«(0,0) = 0. Man

erhalt

7T2

+ 16 Artanh?2R

*

v =1

und weiter (vergl. Satz 6)

vt= A" (BR)
Also ist die Vermutung von Budd und Humphries (5.99) auch auf geodatischen Ku-
geln im H? richtig, das Beispiel untermauert ihre These.

Anmerkung: Es reicht, die Greensche Funktion fiir 1 < A < A; zu berechnen, da fiir
A=1gilt
1
Artanh R

und der Vorzeichenwechsel von hy(0,0) somit im Intervall (1,A;) C (0, ;) liegen
musf.

h1(0,0) = <0
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5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

5.5 Eigenschaften von Lésungen

5.5.1 Eindeutigkeit von Lésungen

Definition 8 (nach [KwL]) Es sei (a,b) C R ein beschrinktes Intervall. Eine
Funktion g € C°([a, b]) besitzt die Eigenschaft A, falls ein Punkt ¢ € [a, ] existiert,
so dafl g nichtfallend in [a, ¢] und g nichtwachsend in [c, ] ist.

a ¢ b
Abbildung 5.3: Eine Funktion mit der Eigenschaft A
Lemma 5.21 ([KwL]) Sei B = Bg(0) C R", n > 3 eine Kugel im R". Sei

q € C°([0, R]) und
G(r) :==rPq(r) — LrP2

mit

_2m(p—1) und L:2m(mp—|—m—p—3)

P p+3 (p+ 3)? ’

wobei m = n — 1, besitze die \-FEigenschaft.
Dann hat das Problem

Au+uP +q(lz))u=0 in Bg

u=20 auf 0B

fiir p > 1 hochstens eine radialsymmetrische Losung.

Satz 7 (Eindeutigkeit von Lésungen auf Kugeln)

FEs sei D' C H", n > 3 eine geoditische Kugel mit Radius 6 € (0,00) und R :=
tanh g.

Dann ezistiert hichstens eine Lisung des Brézis-Nirenberg Problems (BN) auf D'.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei D' = 9B4(0) (vergl. Abschnitt
5.1.3). Dann ist D = Bg(0), und um die Existenz hiochstens einer radialsymmetri-
schen Losung des Brézis-Nirenberg Problems zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf3
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das Problem (vergl. Anhang A.1)

Av + 0¥ 4 ()\— @) p’v =0 in Bg

v>0 in By (5.100)

v=20 auf 0Bg
hochstens eine radialsymmetrische Losung besitzt. Dazu benutzen wir Lemma 5.21.

Mit den Bezeichnungen aus dem Lemma gilt

_n+2
T n—2

a(|z) = (A s 2)> (1 _2‘x|2>2 € C°([0, R]), da R <1,

p=2"—1 > 1

I

und
_2(n—-1)(2"=2)
p= 2% + 2 =2
2= (=1 —-141) -2 +1-3)  (n—2)
B (2" +2)? 4

G(r)y=r*-q(r)- L= ()\ — w> r’p? — (n;2)2 mit r = ||,

Um das Lemma anwenden zu konnen, bleibt zu zeigen, dafl die Funktion G die
/\-Eigenschaft in [0, R] besitzt. Es gilt

G'(r) = ()\ — W) - (2rp® +2r%p°) .

Da der erste Faktor konstant und der zweite Faktor positiv in [0, R] ist, wechselt
G’ in (0, R) das Vorzeichen nicht. Somit ist G monoton in [0, R]. Es folgt, da§ G
die A-Eigenschaft besitzt, denn falls G monoton wachsend in [0, R] ist, wihlt man
¢ = R, falls G monoton fallend ist, wahlt man ¢ = 0 um die Forderungen der
Definition der A-Eigenschaft zu erfiillen.

Mit Lemma 5.21 folgt, dal das Problem (5.100) und somit auch das Brézis-Nirenberg
Problem auf D' héchstens eine radialsymmetrische Losung haben kann.

Nach Abschnitt 5.1.2 ist jede Lésung des Brézis-Nirenberg Problems auf der geodéti-
schen Kugel D' radialsymmetrisch, und es folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 5.21 Auf allgemeinen Gebieten D' C H”" ist die Eindeutigkeit einer
Losung nicht zu erwarten.

79



5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

5.5.2 Verhalten von Losungen fiir \ \, \* beziehungsweise \ " \;

Es sei A*(D') < A < A; und u, ein Minimierer des Variationsproblems (5.16). In
[Egl] hat Egnell bereits gezeigt, daf§ fiir A 7~ Ay gilt

lim (esssup u,\(x)> =0. (5.101)
A/ M ze D’

Insbesondere konvergiert eine Folge von Lésungen des Brézis-Nirenberg Problems
auf D' fiir A\ " \; punktweise fast iiberall gegen 0.

Um das Verhalten von Losungen fiir A \, A* zu beschreiben, folgen wir der Argu-
mentation in [B2]. Fiir die Minimierer u, gilt einerseits

Sxp(D) < /|Vu>\|2,0"_2dx—)\*/u>\2pndx
D D

= Sy,(D)+ (A— /\*)/ u\2p"dzx

D
2/n
< S0+ -2 ([ 0]
D

wobei im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung benutzt worden ist, andererseits
ist fiir A > \*

S)\*,p(D) = inf (/ |VU|2,0n2d£E—/\/ U2,0nd$+(/\—/\*)/ U2pndfl))
D D D

ue X,
> inf (/ \Vu\Qp"_Qd:r—/\/u2p"dx> = S),(D)
D D

ue X,

mit X, = {u € Hy*(D) | [,u* p" dz =1}. Es folgt

: 2 n—2 ¢ 2 n — .
/\l{‘n; (/D|VU)\| P dr — A /Du,\ p dx) Sxp(D).

Also ist {u,} eine minimierende Folge fiir Sy-,(D). Fiir diese gilt, eventuell nach
Ubergang zu einer Teilfolge die wieder mit {uy} bezeichnet wird, die ,,concentration-
compactness“-Alternative (vergl. [BBF, Seite 1118]): Entweder konvergiert u, fiir
A N\, M\ in Hy?(D') gegen einen Minimierer von Sy.,(D) oder die Minimalfolge
konzentriert sich in einem Punkt zo, € D'.

In den Abschnitten 5.3 und 5.4 ist fiir gewisse Gebiete D' C H", n > 3 die Nichtexi-
stenz von Losungen des Brézis-Nirenberg Problems und somit auch die Nichtexistenz
eines Minimierer von Sy. ,(D) fiir den kritischen Wert \* gezeigt worden. In diesen
Féllen konzentriert sich die Minimalfolge.

Offene Frage: Gibt es Gebiete D', so dafi Sy« ,(D) angenommen wird?
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5.6 Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir R”, H" und $3

Um die bekannten Ergebnisse fiir die Existenz und Nichtexistenz von Lésungen des
Brézis-Nirenberg Problems auf Gebieten im R™ ([BN]) und geodétischen Kugeln im
%2 ([BB]) mit den Resultaten dieser Arbeit zu vergleichen, beschriinken wir uns der
besseren Darstellbarkeit halber auf Kugeln.

Brézis und Nirenberg haben in [BN] gezeigt, dafi auf Kugeln Bg(0) C R™, n > 4 fiir
alle A € (0, ), wobei \; der erste Dirichlet-Eigenwert des Laplace-Operators auf
Bgr(0) ist, eine Losung des Randwertproblems

Au+du+u> "1 =0 in Br(0)
u> 0 in Bg(0)
u=0 auf 0Br(0)

existiert, wihrend es fiir A < 0 und fiir A > \; keine Lsung gibt.

Das Ergebnis fiir geodétische Kugeln B, (0) C H", n > 4 ist dhnlich. Die obere Gren-

ze des Existenzbereiches ist der erste Eigenwert des Laplace-Beltrami-Operators auf
n(n—2) (
4

By(0). Die untere Grenze ist gebietsunabhingig, es gilt \* = vergl. Satz 5).

A Y
At
Nichtexistenz Nichtexistenz
Existenz
Existenz n(n4_2)
Nichtexistenz
R 0
Abbildung 5.4: Existenz von Losungen Abbildung 5.5: Existenz von Losungen
auf Kugeln im R", n > 4 auf geoditischen Kugeln im H”, n > 4

Fiir Kugeln Bg(0) C R3? beziehungweise fiir geoditische Kugeln 2B,(0) C H? ist der
jeweilige, vom Radius der Kugel abhéingende erste Eigenwert A; wie schon fiir n > 4
die obere Grenze des Existenzbereiches von Losungen. Die untere Grenze A* hingt

ebenfalls vom Radius der Kugel im R? beziehungsweise vom geoditischen Radius
der Kugel im H? ab. Es ergibt sich folgendes Bild:

81



5 Das Brezis-Nirenberg Problem im H"

Nichtexistenz

1 72
A==\ = —
47T 4R?
2
s
)\1 == ﬁ
Nichtexistenz
R
Abbildung 5.6: Existenz von Losungen
auf Kugeln im R3
A
)\*
Nichtexistenz
2
7
AN=1+4—
T 1
2
s
1 + - Nichtexistenz - - Av=1+ 02
BfA e
0

Abbildung 5.7: Existenz von Losungen
auf geoditischen Kugeln im H3

Auf geoditischen Kugeln auf $? ist die Frage nach der Existenz von Losungen nicht
komplett geklirt. Bezeichnet man den geoditischen Radius der Kugel mit © € (0, 7),
so gilt (vergl. [BB]):

1. Fiir
2 2

T ™
N==14—S <A<\ ==1+ —
+ 10? 1 + o?

existiert eine Losung des Brézis-Nirenberg Problems.

2. Fiir ,kleine* Kugeln, daf heifit © < 7/2 und fiir A < \* existiert keine Losung.
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3. Fiir ,grofie“ Kugeln, dafl heiit © > 7/2 existiert eine Funktion v(©), so dafl
fiir v(©) < A < A* keine Losung existiert.

4. Numerische Berechnungen lassen vermuten, dafl fiir A < v(©) Losungen des
Brézis-Nirenberg Problems existieren.

Nichtexistenz

—3/4-

T
]
N
N
A
\

5+
@

Nichtexistenz ~,’

’

4
l' Existenz ?
1

]

1
UV

Abbildung 5.8: Existenz von Losungen auf geodiitischen Kugeln auf $°

Offene Frage:

Existiert ein A € R, so dafi das Brézis-Nirenberg Problem auf D’ = H" eine Lésung
besitzt?
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6 Vergleichssdtze fiir allgemeinere Metriken

In diesem Kapitel werden mit den im vorigen Kapitel gezeigten Existenzresultaten
fiir das Brézis-Nirenberg Problem im H" Existenzresultate fiir Randwertprobleme
mit allgemeineren Metriken o (anstatt p) hergeleitet.

Dazu sei D C R™ n > 3 ein beschrinktes Gebiet und o eine geniigend glatte
Funktion auf D. Wir betrachten das Variationsproblem

Sue(D) = inf { Vu|?0™ % dz — u/ v2o™ dm} (6.1)
D D

mit X, = {v € Hy*(D) | [, v

Zom dx = 1}.

Ein positiver Minimierer v € X, des Variationsfunktionals (6.1) ist (nach geeig-
neter Skalierung) fiir y < A;, wobei A; der erste Dirichlet-Eigenwert von —A, :=
—07"V (0™ 2V) auf D ist, eine Losung des Randwertproblems’

oV (0" Vo) + v + 0¥ T =0 in D
v>0 inD (6.2)
v=20 auf 0D.

Das Lemma iiber konzentrierte Kompaktheit (Lemma 5.11) sichert die Existenz
eines Minimierers von (6.1) und damit einer Lésung des Randwertproblems (6.2),
falls gilt S, ,(D) < S*. Hierbei bezeichnet S* die klassische Sobolevkonstante.

LaBt sich o als Produkt zweier Funktionen oy und o4 darstellen, schétzt man S, , (D)
mit Hilfe von S, ,, (D) wie folgt nach oben ab (vergl. auch [B2]):

Satz 8 (Vergleichssatz)
Sei D C R™,n > 3 ein beschrinktes Gebiet. Sei 0 = 0109; 01,09 > 0 in D; 01 €
CY(D) und oo € C?*(D). Fiir alle z € D gelte

n—2 n—2 n+2

ANy 052 +voy? < uoy? . (6.3)

Dann ist

Suo(D) < Syoi (D).

! Die Herleitung der Eulerschen Differentialgleichung erfolgt analog zum Beweis von Lemma, 5.10
auf Seite 41.
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n—2
Beweis: Es sei v € X, beliebig und x := 0,” v. Dann ist

2

Vol = |V (5"7x)

und weiter gilt

/ (Vv|?e™? dx
D

—92)2
= /\Vx\Qa?Q de + (n=2" 1 ) /X2|V02|20220{‘2 dz
D D

n—2
2

/ Vxloy o2 Vo, dx.
D

Integriert man den letzten Term partiell, beachtet die Randbedingung fiir y und
fafit die Terme geeignet zusammen, so folgt

/ (Vul?0™ % dx
D

—92)2
— /|Vx|20?_2 dr + Lj 1 ) /X2|V02|202_20?_2 dx
D D

n—2
+

/ X’V (0507 ?Voy) dz

n—2

2 Jp
— 92)2
= /D\Vx|20?_2 dr + (n—27 1 ) /DXQ\VUQPUZ_ZJ?_Q dzx
-2
+ n2 /x2 05V (677*Vo3) dz —
D
= [ o as
D

—9 —9)(n—4
+ / {n2 oy Ay o0 + (n=2)(n )01_202_2|V02|2}X20? dx.
D

4
(6.4)

/ X2 |V02\202_2 a?‘Q dx
D

Auflerdem ist

/020" dr = /XQOSU? dx (6.5)
D D
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und

/|v|2* o"dr = /|X|2* ol dr = 1. (6.6)
D D
Somit gilt
Suo(D) = inf {/ (Vu|?0" 2 dx—,u/vza” d:c}
vEX, D D

(6.7)
= inf {/ Vx|?o?? dr — /[LU(:U) x> o2 da:},
XEXu-l D D

(n—2)(n—4) 072 g2 |V02‘2} . (6.8)

. n—2 _
fio(2) = pio? — { o7 Aoy +

2 4
Da nach Voraussetzung gilt
n—2 n_2 n+2
Ay0y° +rvoy? < poy? in D,

was dquivalent ist zu
folgt

Suo(D) < inf {/ \Vx[?o?? dz — /VXZU?_2 dx} = Suo(D)
D D

X€Xo,q

und der Satz ist bewiesen. 0

Kennt man den kritischen Wert 1/;1 fiir die Existenz eines Minimierers des Variati-
onsproblems beziiglich der Gewichtsfunktion oy, so folgt unter den Voraussetzungen
von Satz 8:

Korollar 6.1 Es seiv;, € R so, daff gilt? S,z o, (D)= S*. Es sei

_nt2 n=2 n=2
W= sup o, ° <A01022 + v 0y° ) (6.9)
zeD

Dann gilt fiir alle p > 0,
Sue(D) < S*.

2 Solch eine Konstante existiert, vergl. Bemerkung 5.11.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € D

(=2 -1)
4 1

n—2
jy > 0y” (v* + 50 Agor

o1

052 |V02|2) ,

dies ist dquivalent zu

* 2 % B -1
Voy < Oy Hg — 0y D502 —

Mit dem Vergleichssatz (Satz 8) folgt
Suz.o(D) <
und somit ist fiir g > p’

Suo(D) < Spz (D) < 57
U

Bemerkung 6.1 Durch die Abschétzung von S,,(D) mit Hilfe von S,. o (D)
erhilt man nur eine obere Schranke fiir den kritischen Wert von p. Es kann ein
f < p existieren, so daf fir alle p > f7 gilt S, ,(D) < S*. Grund dafiir ist,
daf} die Abschétzung des zweiten Integrals im Beweis von Satz 8 durch punktweisen
Vergleich der Integranden erfolgt.

Bemerkung 6.2 Fiir alle p > p existiert ein Minimierer des Variationsproblems

(6.1).

Anwendung |

Es sei D cC B;(0) € R", n > 3 ein Gebiet und o7 := p. Dann ist (vergl. Satz 5
und Satz 6)

. W fiirn > 4
v, = 2 ) (6.10)
1+16A7 furn=3,D:BR(0)

rtanh2R

und (vergl. Korollar 6.1)

—9 —4
ph = sup oy <V;+n2 o2 (02A02+(n—2)ax-V02+ (n2 )\V02|2>).
rzeD
(6.11)
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Beispielhaft wird fiir einige Gewichtsfunktionen o der kritische Wert p fiir die
Existenz eines Minimierers des Variationsproblems (6.1) berechnet. Fiir o = p folgt
mit Formel (6.11), daB p; = v} ist. Weiter gilt:

e Beispiel 1: o =1 (R"™Metrik)

Esist oy = 0p~! = p7!, Voy = —x und Aoy = —n. Setzt man dies in Formel
(6.11) ein, so folgt

N . n(n-—2
U, = Sup ,02 (Vp _¥>

zeD
0 firn >4
R (1 ¥ rg;im) fiir n = 3, D = By(0).

Das Ergebnis entspricht weitgehend dem Resultat von Brézis und Nirenberg
([BN], vergl. Abschnitt 5.6). Fiir n > 4 ist 0 exakt die untere Grenze des
Existenzbereichs von Losungen. Fiir n = 3 ist die untere Grenze des Existenz-
bereichs % < p* fir R € (0,1). Die Abschétzung mit Hilfe des kritischen
Wertes fiir die Metrik o; = p liefert in diesem Fall nur eine obere Schranke fiir

den kritischen Wert beziiglich der Metrik o = 1.
e Beispiel 2: o0 = ﬁ (S"-Metrik)

1—|z|? —4n(1+|z|?)+16|x|?

Es ist 09 = O'p_l = m7 VUQ = —(1_'_]1% und AO'Q = At]z]?)3 . Setzt
man dies in Formel (6.11) ein, so folgt
. <1+|x\2)2 < ., n(n—2) 1+|z|* )
= su vy — :
o ee \I=lal?) T\ 72 @ ey
1+ |22\° —2 —2
g (LEEEY (o2 e
reD ]_ —_ |./,E| 4 4
— @ fiirn >4
= 2
~ 345 () (Ut owmam)  firn=3, D= By(0).

Der kritische Wert fiir n > 4 ist exakt, fiir n = 3 erhilt man wiederum nur eine
obere Schranke fiir den tatséchlichen kritischen Wert —1 + m ([BB,
vergl. Abschnitt 5.6).

e Beispiel 3: o0y =+/1+¢, [¢] <1 (kleiner Storterm)
Es ist 0 = v/1 + ep und Vo, = Aoy = 0. Eingesetzt in Formel (6.11) folgt

n—2
ph=sup (1+¢)™" (V; + 5 o 2. 0) =(14¢) v

reD
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6 Vergleichssétze fiir allgemeinere Metriken

Die untere Grenze des Existenzbereichs fiir Losungen des Brézis-Nirenberg
Problems im H" wird minimal ,,verschoben®.

e Beispiel 4: 09 = |z|, 0 € D (ausgeartete Metrik)

Die Funktion o9 erfiillt nicht die Voraussetzungen des Satzes 8, da oy nicht
strikt positiv und nicht stetig differenzierbar in D ist. Berechnet man formal
Voy und Aocs, so hat die Formel (6.11) die Form

. n—2 f+ g (n=2 2|T”+3 n—2 a|4
Uo = jlel% 1 v, 1 x 1 x .

Da nach Voraussetzung gilt 0 € D, folgt

fig = +00

und es existiert kein 4 € R so, daf gilt S, ,(D) < S*. Grund dafiir ist, da§ die
in 0 verschwindende Gewichtsfunktion erméglicht, daf3 sich eine Minimalfolge
im Punkt 0 konzentriert und somit nicht jede Minimalfolge kompakt sein muf.

e Beispiel 5: o9 = 1—\2—z\2
Es ist 0 = p?, Vp = zp? und Ap = np? + 2|z|?p?. Eingesetzt in Formel (6.11)

folgt

. _ . n(n-—2
Wy = sup p 2(1/,)—4—% —I—(n—2)\x|2>
reD

=-Qif@30¢+@?fﬁ~wn—mRﬁ.

Insbesondere kann fiir jede Gewichtsfunktion o auf D C B;(0), die sich darstellen
148t als Produkt von p und einer zweimal stetig differenzierbaren, strikt positiven
Funktion oy, der Wert 4 berechnet werden.

Bemerkung 6.3 Um Korollar 6.1 anwenden zu kdnnen, mufl man sich auf Gebiete
beschrinken, fiir die man den kritischen Wert v kennt. Im Fall o1 = p muf§ zum
Beispiel gelten D C B (0).

Anwendung Il

Die in Kapitel 5 hergeleiteten Existenzresultate sind unabhéingig von der Wahl des
Modells fiir H™.
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Wihlt man anstatt des konformen Kugelmodells das Halbebenenmodell (vergl. Ab-
schnitt 2.1) und wiederum euklidische Koordinaten, so hat der metrische Tensor die
Form (vergl. zum Beispiel [Ra, §4.6])

(9i() )i,j=1...n = (p*(x) 0y )i,j=1---n ’
wobei j(x) := ;- eine Funktion auf {z € R" |z, > 0} C R™ ist.

Fiir ein beschriinktes Gebiet D C {z € R™ |z, > 0} C R", n > 3 und oy := p ist
dann (vergl. Satz 5 und Satz 6)

_{M fiir n > 4

¥

1
1+% fiir n =3, D = By(ey)

N

(6.12)

und (vergl. Korollar 6.1)

-2 —4
ph = sup o, 1/;5+n o ?oyAoy — (n—2)oe, Vo, + n—\V02|2 )
zeD 2 2
(6.13)

Man kann fiir jede Gewichtsfunktion o auf D C {x € R™ |z, > 0}, die sich darstel-
len 148t als Produkt von p und einer zweimal stetig differenzierbaren, strikt positiven
Funktion oy den Wert p; berechnen.

Bemerkung 6.4 Die Verwendung verschiedener Modelle fiir den hyperbolischen
Raum H" ermdglicht Existenzaussagen fiir Randwertprobleme mit allgemeineren
Gewichten o auf verschiedensten Gebieten, schrankt aber auch die moglichen Ge-
wichtsfunktionen ein.

Anwendung IlI

Ahnliche Transformationen wie im Beweis des Vergleichssatzes (Satz 8) werden in
der Riemannschen Geometrie in Verbindung mit dem Yamabe-Problem (vergl. zum
Beispiel [Tru|, [Aub, Kapitel 5]) verwendet.

Es sei M eine kompakte, beliebig oft stetig differenzierbare Riemannsche Mannig-
faltigkeit der Dimension n > 3 mit Metrik g und skalarer Kriimmung R. Es sei
g = pnig (mit ¢ € C*®°(M), ¢ > 0) eine konforme Deformation der Metrik g mit
skalarer Kriimmung R’. Dann 16st ¢ auf M die Differentialgleichung (vergl. [Aub,
5.2])

4(n —1)
(n—2)

*

Ajp + Rp = Rp* 1, (6.14)
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6 Vergleichssétze fiir allgemeinere Metriken

wobei Ay = —|g|~2 9; (gij\/ lg| ajgz:) der Laplace-Beltrami-Operator beziiglich g
ist.
Fiir eine beliebige konforme Metrik ¢ = (gij)ij=1.n. = (0% 8i)ij=1..n (mit o1 €

C*®(M), o, > 0) hat die Gleichung (6.14) die Form

4(n—1) i
i sy '
—7(71 %) Apo + Rp = Ry (6.15)

Mit Hilfe dieser Gleichung méchten wir die Formel (6.9) fiir den kritischen Wert von
i aus Korollar 6.1 umschreiben. Setzt man o, := (p%, so ist

und

Ay 09 = 0"V (o7 *Vay)

2 n—
= —a"V (90 = ot QVso)
2 n—4 2( 4 2n—6
_ a2 A 2 5= 2

Formel (6.9) hat dann die Darstellung

. _ ., n—=2 n—2)(n-4) , _
wh = sup o,> (ual + 0yt N, og + ( I ) o, %0, |V02|2>
zeD 2 4
_ i (1 o Ao — 072072V |
=sup ¢ 2 (v ¢ Ay 501 ¥ Vel
zeD - (6.16)
(77, - 2) (TL - 4) 9 _ 4 4 _2n-8 9
n—2 & — n—2 V
+ 4 01 ¢ (n_2)290 | QO‘
__4 % 1
=sup ¢ 2 (Vi + ¢ Ayp).

€D

Eine beschrinkte Teilmenge D des R" ist eine kompakte, beliebig oft stetig diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit, die mit der konformen Metrik

9= (9ij)ij=1..n. = (03 8ij)ij=1..m,

wobei o1 € C*®(D), o1 > 0in D, zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wird. Fiir
die Metriken g und

_4
g =pr2g= (03 0% 0ij)ij=1.n = (02 8ij)ij=1..n
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mit den skalaren Kriimmungen R und R’ gilt die Gleichung (6.15). Setzt man diese
ein in Formel (6.16), so folgt

4 n—2 4
s sup o (v, + ks (B )
a a:E%gD < ! 4(n—1) ¥

-2 * n—2 n—2 ! 2
= — R — ———R .
SUp 7 ( M TC R Ty "2>

Bemerkung 6.5 Im Allgemeinen ist R = R(z), also nicht konstant.

(6.17)

Beispielhaft werden einige Werte fiir p berechnet:

e Beispiel 1:
9ij = p25ij (H”—Metrlk)
09 = 1
Dann ist g;; = p°0s; = gij (H"-Metrik) und R = R' = —n(n—1) (vergl. [BBF]).
Setzt man dies in Formel (6.17) ein, so folgt

n—2 n—2
* * R_ 7RI = *.
Ho = 520 ( AP TEy 4(n—1) ) g

e Beispiel 2:
9ij = ,0251']' (]H"—Metrik)
oy =p"

Dann ist gi; = d;; (R"-Metrik), R = —n(n — 1) und R’ = 0 (vergl. [BBF]).
Setzt man dies in Formel (6.17) ein, so folgt

* 2 * n(n B 2)
s (v = )
0 firn >4
= 2 .
(1*}22)2 ) (1 + 4Artanh2R) firn=3, D= BR(O)

e Beispiel 3:
gij = p25ij (H"—Metrik)

1-|z®
I+|z?

g9 =

2
Dann ist g;; = (ﬁ) 0i; (8"-Metrik), R = —n(n — 1) und R’ = n(n — 1)
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6 Vergleichssétze fiir allgemeinere Metriken

(vergl. [BBF]). Setzt man dies in Formel (6.17) ein, so folgt
. <1+ |x|2)2 ., nn=2) nn-2) (1_ z2\?
Ko = SUP 2 Yo = - 2
zep \1— |z 4 4 1+ |z

1 2\ 2 ) —9
— sup +lz[*\" V*_n(n )y _ n(rn—2)
z€D 1—|$|2 P 4 4

n(n2) fir n > 4
2 2 ) .
_%Jri.(igz) '(1+m> fiir n = 3, D = Br(0).

Die mit Hilfe der Yamabe-Gleichung berechneten Werte stimmen mit den unter
»Anwendung I“ berechneten Werten fiir p’ iiberein. Deswegen wird hier auf eine
Erlduterung verzichtet.
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7 p-Laplace Gleichungen im H"

Es sei D' C H" ein beschriinktes Gebiet mit geniigend glattem Rand und 1 < p < n.
Gesucht wird nach Losungen v € Hy?(D') des verallgemeinerten Brézis-Nirenberg
Problems

Ap et + APt uP T =0 in D'
u>0 in D' (7.1)
u=20 auf D'

Hierbei ist A, gn der p-Laplace-Beltrami-Operator, p* = % der kritische Sobolev-
exponent und A € R ein Parameter.

Verwendet man das konforme Kugelmodell des hyperbolischen Raumes, so lautet
das Randwertproblem (7.1) in euklidischen Koordinaten

p "V (p" P |[VulP2Vau) + P~ +u T =0 in D
u>0 in D (7.2)
u=20 auf D

mit p(z) = # in D C B;(0) Cc R™.

Ein allgemeines Resultat fiir Randwertprobleme dieser Art findet sich in [Eg2]. Eg-
nell betrachtet fiir beschrankte, glatte Gebiete D C R™ und
1 < p < n das Randwertproblem

V(f|VulP2Vu) + APt + bu? ' =0 in D
u> 0 in D (7.3)
u=>0 auf D,

wobei f, b und h beschrinkte, me3bare Funktionen mit b, h > 0, f > ¢ > 0 in D
sind, und b, h #Z 0. Bezeichnet man mit

VulP f d
M= imf Vel Sde
weg? (D) [ uP" h dz

uZ0
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7 p-Laplace Gleichungen im H"

den ,ersten Eigenwert“ von

~V(f|VulP~2Vu) = AhuP™! in D
u=>0 auf D,

so gilt

Lemma 7.1 ([Eg2]) Es ezistiert eine Konstante \* < A1 so, daf8 das Randwert-
problem (7.3) fiir A € (\*,\1) eine Losung u € Hy”(D) besitzt. Fiir A > )y existiert
keine Losung.

Fiir das verallgemeinerte Brézis-Nirenberg Problem (7.1) folgt

Satz 9

Es sei D' C H" ein beschrinktes Gebiet mit geniigend glattem Rand und 1 < p < n.
Es sei A\ der erste Dirichlet-Eigenwert des p-Laplace-Beltrami-Operators —Ap pn
auf D',

Dann egistiert ein \* < Ay so, daff (7.1) fir A € (\*, A1) eine Lisung u € Hy?(D)
besitzt. Fiir A > A1 existiert keine Losung.

Beweis: Mit f = p" P, h = p" und b = p™ hat das verallgemeinerte Brézis-Nirenberg
Problem in euklidischen Koordinaten (Formel (7.2)) die Form (7.3) und erfiillt alle
Voraussetzungen des Lemmas 7.1. Somit folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 7.1 Jede Losung von (7.1) liegt in C1*(D’) fiir ein a € (0,1) (vergl.
[To]).

Fiir p = 2 kann der Wert von A\* exakt angegeben werden (vergl. Satz 5 und Satz 6).
Im allgemeineren Fall gilt fiir kleine Kugeln %B,(0) C H" das folgende Nichtexistenz-
resultat:

Satz 10
Es sei By(0) C H", § << 0o und 1 < p < n. Es sei A < 0. Dann ezistiert keine
radialsymmetrische Losung u € C?(D') von (7.1).

Beweis: Es sei u = u(r), r = |z| eine radialsymmetrische Lésung des Randwertpro-
blems (7.2). Diese ist positiv und geniigt der gewthnlichen Differentialgleichung

-1
(p _ 1)|u/|p—2un + ((n —p)pT' + (nri)) |ul|p—2ul

+ PP 4 PP T =0 in (0,R)  (7.4)
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mit den Randbedingungen

u(R) =0 (7.5)
und

w'(0) =0, (7.6)
wobei R = tanhg < 1.

Die Losung des Randwertproblems (7.4) - (7.6) ist ein kritischer Punkt des Variati-
onsproblems

R
inf / F(ryu,u') dr. (7.7)
u€HyP(0,R) Jo
u(R)=0
wobei
! 1 n—pi,,! A n 1 n, p* n—1
F(ryu,u) = —Ep Ply |p+5p uf + —p"uP )" (7.8)

Pucci und Serrin haben in [PuS] gezeigt, daf ein kritischer Punkt des Variationspro-
blems (7.7) unter gewissen, hier gegebenen Voraussetzungen an F fiir Funktionen a
und A in C*((0, R)) N C([0, R]) die Integralidentitit

F(R,0,u") —u' - Fy(R,0,u")
= /OR{}"(T,U,U’) W+ h-Fo(r,u,u') — (u'h +ud) - Fo(r,u,u)
—a- (v Fulryu,u) +u- Fylz,u, u'))} dr (7.9)
erfiillt. Setzt man (7.8) in (7.9) ein, so erhélt man nach einigem Rechenaufwand

P=Lnp(R) ju!(R)]P R* h(R)

R

1 - 1

:/ (p B — n pprh_ n r_lh—i-a) pn—p|ul‘p7nn—1 dr
0 b p p

R 1 -1
+/\-/ (—h’—i—ﬁprh—f- z rlh—a) pruP vt dr (7.10)
o \P p p

R
1 _1 *
+/ (—h'+£prh+n rth —a) ot uP vt dr
o \p* p* p*

R
+/ PV W P2 a Y dr
0

97



7 p-Laplace Gleichungen im H"

Wiéhlt man a(r) = a konstant und h(r) als Lésung der Differentialgleichung
R (r)=—np(r)rh(r) —(n—1)r"h+ap* in (0,R), (7.11)
so verschwinden die beiden letzten Integrale und Formel (7.10) vereinfacht sich zu

D=1 np(R) [u!(R)]P R* h(R)

= /OR (m a—(n—-1)prh—(n—1) rlh) Pt PP dr (7.12)

n—p
R
+)\-/ aLpnu‘”T”_1 dr.
o n—Pp

Mit Hilfe von Maple 16st man die zu der inhomogenen Differentialgleichung (7.11)
gehorende homogene Gleichung und ermittelt im Anschlufl daran durch Variation der
Konstanten eine Losung der inhomogenen Gleichung. Es ergibt sich als allgemeine
Losung

hr)=a-C- (—1)"T(n11_ i +a-p-(1—17 Z k! (n + 2k) (?(Z)k).

(7.13)

Wiihlt man C = (—1)", so liBt sich h(r) darstellen als h(r) = a - h(r), wobei

] o 1 ) I'(n+k
hr) = (1 ="' S - (1= 1?) me o

ist. Gleichung (7.12) hat somit die von a unabhingige Form

P o (R) W (R)P B B(R)

= /OR (m —(n—1)prh—(n—1) r‘%) P P P dr (7.14)

n—p
B op
+)\-/ ot uf r dr.
o =D

Die Funktion A(r) ist strikt positiv in (0, R) und groB fiir R < 1. Also dominieren
in der Klammer
((n —Up

p— —(n—l)prﬁ—(n—l)r%)

aus dem ersten Integral auf der rechten Seite der Gleichung die beiden Terme, die
h enthalten, der Ausdruck in der Klammer ist strikt negativ falls R klein genug ist.
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Somit ist auch das Integral strikt negativ.

Das zweite Integral ist strikt positiv. Da nach Voraussetzung gilt A < 0 folgt, daf der
zweite Ausdruck ebenfalls strikt negativ ist. Somit ist die rechte Seite der Gleichung
(7.14) strikt negativ fiir kleine R.

Da die linke Seite der Gleichung positiv ist, ergibt sich ein Widerspruch. Also kann
auf kleinen Kugeln keine radialsymmetrische Lésung des verallgemeinerten Brézis-
Nirenberg Problems existieren. 0

Bemerkung 7.2 Somit ist auf kleinen Kugeln der Wert 0 eine untere Schranke fiir
A*. Dies entspricht den Ergebnissen fiir p = 2, die vermuten lassen, daf} gilt A* > 0.

Offene Frage: Welchen Wert hat \* fiir p # 27
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A Anhang

A.1 Eine Transformation des Brezis-Nirenberg Problems

Es sei D' € H", n > 3 ein beschriinktes Gebiet, wobei der Rand dieses Gebietes so
glatt sei, daf alle nétigen Rechen-Operationen (insbesondere die partielle Integra-
tion) erlaubt sind.

Es sei D C B;(0) C R™ die zugehorige Menge in euklidischen Koordinaten, sowie
2% = 2" der kritische Sobolevexponent und A € R ein Parameter.

Eine Losung u € Hy” (D) des Brézis-Nirenberg Problems

p "V(p" *Vu)+ u+u* '=0 inD
u>0 in D (BN*)
u=20 auf 0D,

wobei p(z) = 1_‘2—35‘2 in D ist, erfiillt die Integralgleichung
/ |Vul?p™ 2 dx — /\/ u”p" dr — / lu|* p" dz = 0. (A.1)
D
Um das Gewicht p" 2 im ersten Integral zu eliminieren, definieren wir dir Funktion

v € Hy*(D) durch v(z) := Pz () u(x). Es gilt

Vu=— n2 p 2 2y.x 4 p ity = pa ] <—nTpv-x+Vv>

sowie
— 2)? -2
gt = et (2R ol = 202 o v + 97

Multipliziert man diese Gleichung mit p"~2, integriert iiber D und integriert partiell,
so ergibt sich

2 2
/\Vu\zp"Q de = /‘VUP dac—!—%/ v? |z|? p? dz
D

/V Ypx dx
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A Anhang

—92)2
= /|Vv\2 dac—i—%/ﬁ z|? p* dx
D D

n—2 s o (2|z]*  n—n|z?
— d
+ 5 /Dv P ( 5 + 2 x

—92)?2
— |Vol? dac—i-(n 1 ) /v2 2|2 p* dx
D

— _ 2
+ M/1}2,02alyc— (n—2) /1}2p2 |z|? dx
D D

Somit lautet die Integralgleichung (A.1) fiir v = P2

-2
/|VU|2 dx + M/UQpde
D 4 D
—)\/ vip 2 pn dx—/ v p T A dp = 0,
D D

beziehungsweise

— 2 *
/ (Vo dz + 777’(”4 )/ v? p?dx — /\/ v2p? dx —/ v? dx = 0. (A.2)
D D D D

Es gilt auch, dafi v := pnTﬂu € H& 2 (D) eine schwache Losung des Randwertproblems

n(n —2)

Av—i—()\— 1

)pzv—i-vQ*_l:() in D

v>0 in D (A-3)

v=0>0 auf 0D

ist. Die Transformation v = p"Tdu iiberfiihrt den Laplace-Beltrami-Operator in
einen gewohnlichen Laplace-Operator.
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A.2 Der Figenwert Ay des Laplace-Operators —A auf By (0)

A.2 Der Eigenwert A; des Laplace-Operators —A auf B;(0)

Wir betrachten das Randwertproblem

—Au = Au in B;(0) C R"

u=0 auf 0B;(0) (A-4)

und erinnern daran, dal} A ein Eigenwert des Operators —A ist, falls eine nichttri-
viale Losung u von (A.4) existiert.

Insbesondere existiert ein kleinster Eigenwert 0 < A; < Ay < ..., und eine zugehori-
ge erste Eigenfunktion u; wechselt das Vorzeichen nicht.

Méchte man A; explizit ausrechnen, mufi man das Randwertproblem (A.4) 16sen.
Dazu transformiert man die Differentialgleichung geeignet [Stra, Kapitel 10] und
stellt fest, dafl fiir n > 3 der erste Eigenwert A; das Quadrat der ersten positiven
Nullstelle der Besselfunktion ”T”—ter Ordnung erster Gattung ist. Diese wird fiir
x € R definiert durch

-2
—1)’“ (% 5E 2k

= (
J”T2(x)zzk!r("7—2+k+1)'

Mit Hilfe von Maple berechnet man beispielhaft fiir n = 3 bis n = 30:

n=3: Ay = 7% = 9.86959
n==4: Ay = 14.6820
n=>5: A, = 20.1907
n==06: A, = 26.3746
n="7: A = 33.2175
n=2_8: A, = 40.7064
n=9: A, = 48.8312
n=10: Ay = 57.5829
n=11: Ay = 66.9543
n=12: A =76.9389
n=13: Ay = 87.5312
n=14: Ay = 98.7263
n=15: Ay =110.519
n=16: Ay =122.908
n=17: A = 135.886
n=18: A = 149.453
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300
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n=19: Ay = 163.605

n=20: Ay =178.337

n=21: A, = 193.649

n=22: A = 209.540

n=23: A, = 226.006

n=24: A, = 243.042

n=25: A = 260.651

n=26: A, = 278.830

n=27: A, = 297.580

n=28: A, = 316.890

n=29: A, = 336.770

n=230": A, = 357.210
| o
| o
i o

o
o
B o
o
o
= o
o
o
i o
o
| o
00° o
09 ! ! ! ! !
5 10 15 20 25 30 n

Abbildung A.1: Werte von A; fiir n = 3 bis n = 30



A.3  Zwei Ungleichungen

A.3 Zwei Ungleichungen

Wir zeigen die beiden im Beweis von Lemma 5.19 (Seite 69) gebrauchten Unglei-
chungen (5.94) und (5.98):

Lemma A.1 Fir alle A € (2,1) und alle r € (0,R) C (0,1) gilt

2rv1—2A (2 cosh?(2v/1 — X Artanhr) — 1)
— (1 +7?)-sinh(2v1 — AArtanh7) - cosh(2v/1 — A Artanhr) < 0.

Beweis: Zur Vereinfachung der Notation setzt man ¢ := 2+/1 — A. Dann ist zu

zeigen, daf fiir alle ¢t € (0,1) und fiir alle r € (0, R) gilt

rt (2 cosh?(t Artanhr) — 1) — (14 r?) - sinh(t Artanhr) - cosh(¢ Artanhr) < 0.
(A.5)

Stellt man die Hyperbel- und Areafunktionen mit Hilfe der Exponential- und Loga-
rithmusfunktion dar, so folgt, dafl die Ungleichung (A.5) dquivalent ist zu

1—1r
147

(1+r2+2rt)< >2t — (1 +7r*—2rt) < 0. (A.6)

Wir fassen die linke Seite der Ungleichung als Funktion von r und ¢ auf und definieren
g:(—1,1) x R = R durch

1\ 2
gr,t) := =1 —r>+2rt + (1 4+ 1r° +27"t)( T)
1+r
) (A.7)
= —1—r"+2rt + (1 +r* + 2rt) exp (2tln T).
IL+r

Um zu zeigen, daB g(r,t) < 0 fiir (r,¢) € (0, R) x (0, 1) gilt, sei r € (0, R) beliebig,
aber fest gewihlt und §,(t) := g(r,t). Dann gilt: g,(¢) ist streng konvex im Intervall
(0,1), denn:

gr(t) ist streng konvex in (0,1) genau dann, wenn g'(t) > 0 fiir alle ¢ € (0,1)
ist. Leitet man g, zweimal ab und formt geeignet um, so folgt, daf§ die Bedingung
gr(t) > 0 fiir alle ¢ € (0, 1) dquivalent ist zu

1_
27‘+(1+7‘2+2rt)ln1+: <0 firallete (0,1). (A.8)
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A Anhang

Fiir t € (0,1) gilt 1 4+ 7% <14 7%+ 2rt <1+ r? + 2r. Daher ist

1—
27‘+(1+7"2+27“t)1n1+r = 2r — (147°+2rt) - 2 Artanhr
r

< 2r — (1+7?) -2 Artanhr

= 2|r—(1+7)-|r+
—~2n+1

7.2n+1

= =2 —2(1+7%) )

2n +1
n=1

< 0,
die Bedingung (A.8) ist erfiillt und somit ist g,(¢) streng konvex in (0, 1).

Aus der strengen Konvexitét von g, folgt

max §,(t) = max {g.(0),3.(1)} =0
te[0,1)

und weiter
g-(t) <0 fiir alle t € (0,1).

Da r € (0, R) beliebig vorausgesetzt war, gilt schliefflich
g-(t) =g(r,t) <0  fiirallet € (0,1) und r € (0, R).
Insbesondere ist die Ungleichung (A.6) giiltig fiir alle ¢ € (0,1) und r € (0, R) und

das Lemma ist bewiesen. 0

Lemma A.2 Fir alle A € (1, 1+ ] und alle r € (0, R) C (0,1) gilt

w2
16 Artanh2R

2rva—1 (2 cos?(2vA — 1 Artanhr) — 1)
— (1+7?%)-sin(2vVA — 1 Artanh7) - cos(2vVA — 1 Artanhr) < 0. (A.9)

Beweis: Zur Vereinfachung der Notation setzt man ¢ := 2+/A — 1. Dann ist zu

zeigen, daf fiir alle ¢ € (0, 2 %] und fiir alle r € (0, R) gilt

rt (2 cos’(t Artanhr) — 1) — (1 +7?) - sin(t Artanhr) - cos(t Artanhr) < 0.
(A.10)

Elementare Umformungen fithren auf die zu (A.10) dquivalente Ungleichung

27t cos(2t Artanhr) < (1+7?)-sin(2¢ Artanhr). (A.11)
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Fﬁl‘T’E(O R) und t € ( ,Zm] gllt

1
2t A h 2t A hR <2 -————-A hR =
0 < 2tArtanhr < 2tArtanh R 2ArtanhR rtanh R,

Somit ist sin(2 ¢ Artanhr) > 0 fiir alle r € (0, R) und ¢ € (0
daf§ die Ungleichung (A.11) dquivalent ist zu

’ %m} und es folgt,

7"2

1
2t Artanhr > arccot 2+

- (A.12)

Wir definieren die Funktion g : (0,1) x (0,00) — R durch

1472
2rt

g(r,t) := 2tArtanhr — arccot (A.13)

und zeigen, daB diese strikt positiv fiir alle r € (0, R) und alle t € (0, 25———] ist.

Sei dazu t € (0, gm] beliebig, aber fest gewéhlt. Dann ist g,(r) := g(r, t) streng

monoton wachsend in (0, R), denn

~/ _ 2t - . 2 2
W) = Ao T ar ey Ut AT A=)
2t . ,
T Q-2 + (1+r2)2) (4r°¢% + 4r?)

> 0

fiir alle r € (0, R). Es folgt

dnf gi(r) = lim gi(r) = 0

und weiter
g-(t) > 0 fiir alle r € (0, R).

Date (O, gm] beliebig vorausgesetzt war, gilt schlieffilich

T 1
— alt) > fiir all , AN
g(r,t) g-(t) > 0 tir alle r € (0,R) und ¢t € <0 2ArtanhR]

Insbesondere ist die Ungleichung (A.12) fiir alle r € (0,R) und ¢ € (0, % oz ]

richtig und das Lemma ist bewiesen. 0
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